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Anfangsgründe 



ebenen Geometrie. 



Nach den neueii Lehrpläneii bearbeitet 



Karl Schwering, ^^^^| Wilhelm Krimphoff, 

Direktor des sMftlsclien Gyinuasiitins ülierlelirer am Gymnasium 




Freibarg im Breisgau. 

Herder sehe Verlagshan diu iig. 



Zweigiiiedei'lassungen in Straßburg, München und St. Louis, Mö, 
Wien I, Wollzeile 33: B. Herder, Verlag. 
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Diis lleeht ilev (Iberfietzimg 171 fremde Spracken wird vorbehalten. 






y Google 



V r w r t. 



Vorliegende ^Aiitangsgrände" sind in genauem Änschlufs 
an die Leiirpläiie des Jahres 1892 beaifceitet und sollen ledig 
lieh Schulzweeken dienen. Wir beah^ichtigen die Kaumlehie so 
vorzutragen , wie sie von dem jugendlichen &ei'ite im leich- 
testen erfafst und verarbeitet weiden kann nii.ht aber zugleich 
allen wissenschaftlichen Anforderungen zu genügen Wenn Heu 
Rausenberger von seiner vorti efthchen „Elementaigeometne' 
(Leipzig 1887) am Schlüsse der Voiiede hemeikt das Buch sei 
für den mathematisch Gebildeten, nicht' für den ersten Anfänger 
bestimmt, so möchten ■wir über diese thatsächliche Feststellung 
hinausgehend bemerken, dafs ein dem mathematisch Gebildeten 
und dem Zöglinge unserer hohem Lehranstalten gleichzeitig ge- 
nügendes Buch heutzutage kaum denkbar, jedenfalls unzweck- 
mäfsig ist. Es hätte in der That nicht der Forschungen von 
Lobatschewsky, Gaufs, Riemann und in jüngerer Zeit 
so vieler hervorragender Mathematiker bedurft, um dieser Über- 
zeugung in weiten Kreisen Anerkennung zu verschaffen. Schon 
die Lehre von den inkommensurablen Gröfsen hätte einen Unter- 
schied zwischen schulmäfsiger und wissenechaftlieher Behandlung 
hervortreten lassen können. Denn die häufig in den Lehrbüchern 
auftretende Darstellung, welche öfters die wirkliche Existenz dieser 
Größen nicht beweist und gleichwohl durch ihre Länge den Ler- 
nenden nur zu ermüden pflegt, wird weder den Anforderungen der 
Wissenschaft noch denen des Untemchts völlig gerecht. Endlich 
ist es im Anfangsunterrichte gerade das logische Element, welches 
dem kindlichen Geiste die gröfsten Schwierigkeiten bereitet. Wer 
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es versucht, den Begriff des Winkels einem Quartaner logiscli klar 
zu machen oder ihm durch einen Beweis die Überzeugung bei- 
zubringen, dafs alle rechten Winkel gleich sind, der wii'd ^'iele 
Mühe umsonst aufwenden und bei genauerem Zusehen gewahren, 
dafe der Schüler die vorgetragenen Erklärungen und Beweise aus- 
wendig gelernt hat ohne inneres Verständnis, Daher wendet sich 
der Unterricht zuerst und fast ausschliefslich an die Anschauung. 
Hierbei ist nicht der Anschauung von Körpern — was wir übri- 
gens für vollkommen zulässig erachten — der Vorzug gegeben, 
sondern der Anschauung von ebenen Figuren, die der Schüler 
selbst durch Zeichnung herstellt. Wir meinen letzterem Verfahren 
aus mehrfachen Gründen, insbesondere wegen gröfserer Einfachheit 
und entschiedenerer Weckung der Selbstthätigkeit den Vorzug geben 
zu sollen. Hat der Lernende so einen gewissen Vorrat mathe- 
matischer Begriffe und Kenntnisse durch Anschauung erworben, 
so kann die eigentliche Denkarbeit beginnen, der Stoff kann nach 
Bogriffen und Urteilen geordnet und durch Schlufsketten eigentlich 
logisch verknüpft werden. Auf dieser Stufe erkennt der Lernende 
selbst die Notwendigkeit eines Beweises und fragt nicht mehr un- 
■nilhg, was denn an einer so klaren Sache eigentlich zu beweisen 
sei. Auch haben wir beim Beweise selbst eine wesentliche Förderung 
der Denkarbeit durch jedesmalige Scheidung der Stufen — Lehr- 
satz; Voraussetzung; Behauptung; Beweis — nicht zu erkennen 
vermocht. Wichtiger erschien uns, dafs der Schüler die Anschau- ■ 
ung möglichst klar erhalte und zur Erreichung dieses Zweckes 
die Herstellung der Figur angeben lerne. Auf diesem Wege wird 
der Lernende angehalten, auf dem Gebiete der Anschauung die 
Voraussetzung des zu beweisenden Satzes rein zu entwickeln. 
Dann ist es freilich eine sehr schätzbare Übung, den ganzen Beweis 
in den Übhchen Stufen wiederholen und über die vollzogene Denk- 
arbeit völlige Rechensdiaft ablegen zu lassen. 

Die Aufgaben und Übungssätze sind nicht in besondem Ab- 
teilungen gegeben, sondern mit den zum System gehörenden Lehr- 
sätzen zu einem einheitlichen Ganzen verschmolzen. Wie wir 
meinen, wu'd der gebotene Übungsstoff auch für spätere Wieder- 
holungen und sonatige Erfordernisse ausreichen. Keineswegs soll 
er nach der Absicht der Unterzeichneten gleich bei der ersten 



y Google 



Durclmahrae vollständig erledigt werden. Im übrigen waren wir 
bemüht, den Stoff zur Aufgabenlösung sorgfältig auszuwählen, 
zweckmäfsig zu ordnen, jeden Gedanken hinreichend vorzubereiten 
und so diesen Teil des Unterrichts der Wichtigkeit des Gegen- 
standes und den mit Recht weitgehenden Ansprüchen der Jetztzeit 
entsprechend zu gestalten. In der That soll die Aufgabe Ziel 
und Zweck des mathematischen Untenichts sein und darum nicht 
nur als Anwendung bereits erledigter Sätze, sondern auch als 
Vorbereitung für künftig zu behandelnde geometrische Wahrheiten 
ihre Stelle finden. Kamentlich in letzterer Hinsicht glauben wir 
manches Neue zu bieten. 

Die im gleichen Verlage erschienenen Werke „100 Aufgaben 
aus der niedern Geometrie", „Anfangsgründe der Arithmetik und 
Algebra", «Trigonometrie für höhere Lehranstalten" von Karl 
Schwering sind kurz als „100 Aufgaben", „Arithmetik", „Tri- 
gonometrie" erwähnt worden. 

Düren und Paderborn, im Mai 1894 



Die Verfasser, 
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§ 1. EiHleitiiug. 

Der Lernende beschaffe sich Zirkel und Lineal. Dies sind 
die Werkzeuge, welche die Geometrie zur Lösung ihrer Aufgaben 
verwendet. 

1. Aufgabe. Mit Hülfe von Zirkel und Lineal ein Dreieck zu 
zeichnen, dessen Seiten vorgeschriebene Längen haben {a, h, c). 

a) Löeunsf. Ich zeichne mit Hülfe des Lineals eine gerade 
Linie von beliebiger, aber hinreichend grofser Länge, bezeichne 
einen Pimkt derselben mit Hülfe der Zirkelspitze und nenne ihn B, 

nehme darauf die eine der 
gegebenen Längen, etwa 
die Strecke a, zwischen 
die Zirkelspitzen und be- 
schreibe so mit dem Halb- 
messer aumB einen Kreis, 
welcher die gerade Linie 
(Gerade) im Punkte C 
schneiden möge (Fig. 1). 
^'S' ^- Dann beschreibe ich um B 

mit c, und um C mit h Kreisbogen, die sich in A sehneiden mögen. 
Verbinde ich A mit B imd C, so erhalte ich ein Dreieck ABC, 
dessen Seiten die vorg^chriebenen Längen haben. 

b) Bespredtning üieser Lösung. Wir haben zuerst „eine ge- 
rade Linie von beliebiger, aber hinreichend grofser Lange" ge- 
zogen. Wenn uns ein hinreichend grofses Papierblatt und ein hin- 
reirheud langes Lineal zur Verfügung gestanden hätte, so würden 
■WUT mit Leichtigkeit eine Linie lon der Länge 1 m, 2 m u. s. w, 
haben ziehen können In (:te danken können wir diese Verlan- 
get ua^ btliebig weit foitsetzen imd brauchen nicht zu befürchten, 
jemals auf em Hmlernis zu stofsen. Grenzen wir auf einer vor- 
liegenden geraden Lmie einen Teil ab, etwa durch Eindrücken 
dei ZiikeKpitze i=t eihalten wir eine Strecke. 
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Am Dreiecke gewahren wir drei Strecken, die Seiten 
des Dreiecks, femer drei Ecken. 

An den Ecken, zwischen den Seiten, entstehen drei Winkel. 
Was ein Winkel ist, das erklären wir vorläufig noch nicht. Wir 
merken uns nur, dals ein Winke! entsteht, sobald zwei Linien 
sich schneiden, 

c) Unsere Aufgabe Juit mir eine einsif/e Lösung. 
Dies scheint keineswegs von vornherein festzustehen. Denn 
man könnte die zuerst gezogene gerade Linie an einer andern 
Stelle des Papiers ziehen; femer brauchte man nicht die Strecke a 
zuerat abzutragen. Statt dessen hätte man ebensogut mit der 
Strecke h oder c beginnen können. 
Selbst wenn zwei Punkte des Dreiecks, 
etwa A und B, schon festliegen, kann 
man noch vier Lagen für den Punkt C 
angeben (Fig. 2). Aber alle so ent- 
\s stehenden Dreiecke sind in Wahrheit 
völlig gleich. Man überzeugt sich von 
dieser Thatsache dadurch, dafs man die 
Dreiecke aus Papier ausschneidet. Als- 
dann ist man im stände, dieselben ge- 
nau aufeinander zu legen, dieselben zur 
Deckung zu bringen. 
, welche in ihren drei Seiten über- 




Flg. 2. 

Zwei Dr 
einstimmen, 



kongruent (drittes Kriterium der Deckung), 
d) Zwei Dreiecke, welche in den drei Seiten übereinstimmen, 
können im allgemeinen nur auf eine Weise zur Deckung gebracht 

werden, wobei 

AB (Fig. 3) 

aii£..4ij5i, BC 

auf B-i Cx und 

AC auf ^iCi, 

oder ,4 auf J,i, 

" "' '■' ßaufBi,Cauf 

^'^' '■ Ci fällt 1. Der 

Lernende fertige sich aus steifem Papier zwei nicht zu kleine 

Dreiecke an, welche ABC und A^BiGi^ heifsen mögen und sich 

in dieser Lage decken. Legen wir A^ auf A, lassen aber £i nicht 




, A! apr. jl-strioli. 
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auf B, sondern auf die Gerade ÄC fallen (Fig. 4), so gelangt Ci 
nicht auf B und ebensowenig B^ auf C. Die Dreiecke haben zwar 
bei A (Ai) einen gleichen Winke!, aber zur Kongruenz gelangen 
sie nicht. Noch weniger gelingt dies, wenn wir etwa üj auf A 
legen (Fig. 5). Dann können wir wohl öi in die Richtung AC 
legen, aber der Punkt Ci gelangt nicht mit C zur Deckung; auch 




AiBi nicht mit dem Schenkel BA. So erkennen wir, dafe der 
Winke! des Dreiecks bei Bi oder der Winkel A^Si C^ ^ woh! dem 
Winkel ABC, aber nicht dem Winkel BAC oder £1^1 Cx gleich 
ist. In unserer Figur ist ^ A>- B. (> bedeutet gröfser, 2i ist 
das Zeichen für Winkel.) 

3. Avfgahe, Eme gegebene Strecke zu halbieren. 

a) Lösimif, Um die Endpunkte A und B der Strecke (Fig. 6) 

beschreibe ich mit emer hmlanghch grofsen Strecke gleiche Kreise. 

^ Die Schnittpunkte C und D verbinde ich mit- 

ein'indei Die Linie CD trifft ^^ in dem 

Mittelpunkte E. 

b) Sesprec/iung dieser Lösiinff. Verbindet 
man den Punkt C und ebenso D mit A und B, 
so gewahren wir eine Anzahl Dreiecke, deren 
Seiten dieselbe Länge haben. 

Zuerst ist in dem Dreieck GAB die Seite 
CA = CB. Ein Dreieck, in welchem 
zweiSeiten gleich sind, heif st gleich- 
schenklig. Man nennt die gleichen Seiten 
Schenkel des Dreiecks und die Ecke, in 
der sie sieh schneiden, die Spitze. Man 
erkennt, dafs auch ^ /) £, CAD \mAOBD gleichschenklige Drei- 
ecke sind. 




' Über die Art der Beneiclinuiig s. unten S. 14. 
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stellen wir die Figur auf steifem Papier her und zerschneiden 
wir dicsclhc längs der Linie OD, so erhalten wir die beiden Drei- 
ecke CAD und CBD (Fig. 7). Wir 
finden dann, dafs dieselben sowohl in 
der Folge CAD und CBD als auch 
in der Folge CAD mid DBO zur 
Deckung gebracht werden können. 

Bringt man das Dreieck CAD mit 
dem andern in der Folge CBD zur 
Deckung, so schliefsen wir, dafs 2i AOD 
= BCD und 4 ADC = BDC ist. 
Bringt man aber die beiden Dreiecke in 
der Folge C^i> und D-B C zur Deckung, 
j, , sosiehtman,dal!eaueh2( 4(7i) = Si>C 

und 2i ADC = BCD ist. 
Bichten wir unsere Aufmerksamkeit besonders darauf, dafs 
sowohl 4.ACD = BCD als auch 4. ADC = BCD ist, so finden 
wir, dafs auch ^ A CD =^ ADC ist. Das Dreieck ADCist abei' 
ein gleichschenkliges. In ihm sind also die Winkel an der ungleichen 
Seite CD, welche die Grundlinie genannt wird, einander gleich. 
Zeichnen wir ein behebiges gleichschenkliges Dreieck, was wir 
nach Aufgabe 1 bewerkstelligen können, indem wir die Seite h gleich c 
nehmen, so linden wir, dafa jedesmal die Winkel an der Grundlinie 
^ gleich sind. Tn jedem gleichschenk- 

ligen Dreieck sind also die Win- 
ke! an der Grundlinie gleich. 
Zerschneiden wir die Figur 6 längs 
der Linie CD und längs A B, so erhalten 
wir vier Dreiecke. Dieselben sind, wie 
wir durch Aufeinanderlegen sehen kön- 
nen, alle einander kongruent. Es fällt 
bei dem Aufeinanderlegen AEmit BE 
zusammen. Wir sehen hieraus, dafs 
AE = BE ist, und dafs also, wie ver- 
langt wurde, AB durch E halbiert ist. 
Bei der Lösung beschiieben wir um 
-^ A und B mit derselben hinlängHch 

^^' ^ grofsen Strecke Kreise. Der Ver- 

such zeigt uns, dafs die Kreise sich nicht schneiden, wenn die 
Strecke gleich der Hälfte von AB oder kleiner als dieselbe ist. 
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Man niuls also dio Sti'ecke gröraer wählen als die Hälfte von^B. 
Macht man dann die Lösung, indem man wiederholt um A und B 
mit gleichen Strecken Kreise besehreibt, so findet man, dafs deren 
Schnittpunkte immer auf der Geraden CD liegen (Fig. 8). 

Eine besonders aufföllige Figur erreicht man dadurch, dafs 
man die Strecke, mit weicher man um A und B Kreise besehreibt, 
^ gleich AB nimmt. Dann sind in dem 

Dreiecke A CB alle drei Seiten einander 
gleich (Fig. 9). Ein solches Dreieck 
heifst gleichseitig. Aa(i\i.AI)B ist 
gleichseitig und läfst sich mit AGB 
zur Deckung bringen. Hierbei tritt die 
Eigentümlichkeit ein, dafs man bei der 
Deckung jede Ecke des zweiten Drei- 
ecks auf jede Ecke des ersten Dreiecks 
legen kann, und man macht hierbei 
die Bemerkung, dafs jeder Winkel des 
einen Dreiecks jedem beliebigen Winkel 
des zweiten Dreiecks gleich ist. 
Zeichnet man ein beliebiges gleichseitiges Dreieck und schneidet 
man die drei Winkel desselben einzeln aus, so findet man durch 
Aufeinanderlegen, dafs sie alle einander gleich sind. Ein gleich- 
seitiges Dreieck ist also auch gleichwinklig. 

Man kann sogar noch weiter gehen und behaupten: Alle 
Winkel in gleichseitigen Dreiecken sind untereinander 
gleich. Um dies zu ersehen, genügt es, mehrere gleichseitige 
Dreiecke zu zeichnen. Die Winkel derselben lassen sich, wenn 
man sie aussehneidet, genau aufeinander legen. 

jj 3. AufffoM. In einem gegebenen 

Punkte einer gegebenen Geraden auf 
derselben eine Senkrechte zu er- 
richten. 

a) Lösvmg. Um den gegebenen 
Punkt C {Fig. 10) beschreibe ich einen 
ganz beliebigen Kreis, welcher die 
^'^' ^"^ gerade Linie in den Punkten A und B 

schneiden möge. Dann beschreibe ich um A und B mit einer 
Strecke, die gröfeer als die Hälfte von AB sein mufs, Kreise. 
Den einen ihrer Schnittpunkte, den ich D nennen will, verbinde 
ich mit C. Dann ist I)C die Senkrechte auf AB. 
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b) Bespree/tunff dieser Lösunff. 

Zerschneidet man die Figur den Linien AB und CD entlang, 
so findet man durch Aufeinanderlegen, dafs die Winkel ACD und 
BCD einander gleich &md Winkel, welche so grofs sind wie 
ACD odevBCD nennt man i echte Winkel. Man kann die- 
selben in der Natui oft beobachten (Pensterkreuz , Tisch, Bank, 
Zeiger der TJhr lun 9 und 3 Uhr). Die Aufgabe ist also sehr 
wichtig. In unseiPi Zeichnung war sehr viel Willkür. Von dem 
gegebenen Punkte au-- konnten wir zwei gleiche, aber beliebig 
grofse Strecken abttagen was durch Beschreibung des Kreises 
um C geschah. Dann konnten wir mit zwei gleichen, hinlänglich 
grofsen, aber sonist behebigen Strecken Kreise beschreiben. 
Wir sehen daraus, dai& e& zur Hervorbringung eines rechten 
Winkels gar nicht auf die Länge seiner Schenkel ankommt. Auf 
der Taschenuhr wie auf der Turmuhr stehen um 9 Uhr die Zeiger 
aufeinander senkrecht. 

Man kann sich darum auch zur Zeichnung eines rechten Winkels 
eines dreieckigen, rechtwinkligen Lineals bedienen. Ein solches 
Instrument helfet Winkelhaken. 

4. Aufgabe, Ein Rechteck zu zeichnen , dessen Länge imd 
Breite gegeben und ungleich sind. 

a) Lösung. Ich trage auf einer geraden Linie die Strecke a 
ab und nenne die Endpunkte A und B (Fig. 11), Dann errichte 

ich auf AB im Punkte B eine 
Senkrechte und trage auf der- 
selben die Strecke b ab. Den 
Endpunkt derselben nenne ich 
C. SchliefsHch errichte ich noch 
auf AB im Punkte A und auf 
BC im Punkte eine Senk- 
rechte. Der Schnittpunkt dieser 
beiden Senkrechten ist der 
vierte Eckpunkt des verlangten Rechtecks. 

b) Besjü'edtunff dieser Lösung. 

Man hätte ebensogut vom Punkte A der Strecke AB wie 
vom Punkte B ausgehen können. Wie man auch verfahren 
mag, es ist stets der vierte Winkel ebenso ein rechter wie 
die drei andern, welche durch Errichtung der Senkrechten ent- 
stehen. 
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Besonders merkwürdig liegt in unserer Figur die Linie AB 
zu DC. Verlängert man dieselben so weit wie man wül, so 
schneiden sie sich nicht. Solche Linien, die sich selbst bei gröfster 
Verlängerung nicht schneiden, heifsen parallele Linien. Auch 
AD und BC sind parallele Linien. 

Verbindet man noch in dem Rechtecke .45 CD zwei gegen- 
überliegende Ecken, etwa B und D {Fig. 12), so entstehen zwei 
kongruente Dreiecke. Dieselben decken 
sich nach dem dritten Kriterium. Der 
gröfsern Anschaulichkeit wegen wollen 
wir aber auch hier das Rechteck längs 
der Linie BD zerschneiden und die Drei- 
ecke sodann aufeinander legen. Die 
Deckung kann nur in der Reihenfolge ABD 
imd ODB erfolgen. Es ist nicht möghch, 
die Dreiecke durch Umklappen um die Seite BD zur Deckung 
zu bringen. Es ist 4 ABD = BDC, 2i ADB = CBD. 

5. Aufgabe. Durch einen Punkt A zu einer Geraden B C eine 
Parallele zu ziehen. 

a) Löstmg. Von dem Punkte A (Fig. 13) fälle ich auf BO 
eine Senkrechte. Dies geschieht also: Um A beschreibe ich mit 

einer beliebigen, hinrei- 
chend groCsen Strecke 
einen Kreis^ welcher die 
Gerade BC m den Punk- 
ten D und E schneiden 
möge. Sodann beschreibe 
ich mit derselben Strecke 
mn D und E Kreise, 
welche sich aufser in dem 
Punkte A noch in F 
schneiden mögen. Die 
rig, 13, Linie^-f^stehtdannsenk- 

reeht auf BC. 
Um nun die Parallele zu iJC zu erhalten, errichte ich auf 
FA im Punkte A die Senkrechte A M. Dieselbe ist parallel zu B C. 

b) BesprevUmng. Willkürlich ist bei dieser Lösung allein die 
Länge der Strecke, mit der man um A den Kreis beschreibt. 
Äufsei'dem war es auch nicht nötig, die Strecke, mit der man 
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die Kreiöe um D und E beschrieb, derjenigen gleich zu nehmen, 
mit der man den Kreis um Ä besehrieb. 

Wir haben nun drei zusammenhängende AufgaixM: eine 
Streciie zu halbieren; eine Senkrechte zu emchten; zu einer Ge- 
raden eine Parallele zu ziehen. 

e. Atifgabe. Einen gegebenen Winkel zu halbieren. 
Lösung. Uni den Scheitelpunkt des gegebenen Winkels BAG 
(Fig. 14) besehreibe ich mit einer beliebigen Strecke einen Kreis. 
Die Schnittpunkte mit den 
Schenkeln nenne ich Jf und 
N. Sodann besehreibe ich 
um M und iV mit derselben 
HO hinreichend grofsenStrecke 
Kreise, die sich wie immer 
in zwei Punkten schneiden; 
von denen ich aber, weil 
j,j jj es ausreichend ist, nur 

einen, der zwischen den 
Schenkeln liegt, beachte und mit benenne. Die Verbindungs- 
linie des Punktes mit A halbiert den Winkel. 

Be^n-edmnff. Der Lernende gebe die Stücke an, die bei 
dieser Lösung willküriieh waren. Verbinden wir noch die Punkte 
M und iV" mit , so erhalten wii* die beiden kongruenten Drei- 
^^^ ecke J,JfO und J.A^O. Hier 

gelingt es, dieselben durch 
Umklappen um die Linie A 
zur Deckung zu bringen. 

7. Aufgab. Man teile 
einen rechten Winkel in zwei, 
vier, acht u. s. w. gleiche 
Teile. 

Bespt'edtutig. Die Auf- 
gabe 7, ein besonderer Fall 
der Aufgabe 6, liefert uns 
das Mittel, eine Windrose 
herzustellen (Fig. 15). 

Man kann für den rechten 

Winkel irgend eine Zahlen- 

bei Münzen verfährt. 

Danach könnte man 




gröfse annehmen, gerade so wie man aucl 
Die Mark bat beispielsweise 100 Pfennige. 
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beim rechten Winkel die Zahl 100 vorselilageii und sagen, der 
rechte Wintei hat 100 Teile. Jedem Teil mufs man dann noch 
eine Benennung geben. Als solche hat man den Namen Grad 
allgemein angenommen. In Deutschland und vielen andern Ländern 
hat man den rechten Winkel in 90*' (90 Grad) geteilt. Wieviel 
Grad haben die Winkel, welche die Zeiger einer Uhi' um 10 Uhr, 
11 Uhr, 7 Uhr, 6 Uhr miteinander bilden? 

S. Aufgaite. Wieviel beträgt die Summe der Winkel in einem 
rechtwinkligen Dreiecke? 

Lösung. Das rechtwinklige Dreieck ABI) (Fig. 16) ergänze 
ich nach Aufgabe 4 zu einem Rechtecke. Dann ist 

4 ÄBD^ CBD = 9Q'>. 
Wir haben aber schon oben gesehen, 
dafs 4- CSD = ABB ist. Folglich ist 
auch 4_ ABB + ABB ^ 900. 

Da aber 4I BAD ^90" ist, so haben 
alle Winkel des Dreiecks ABD zu- 
^' sammen 180 ". 

9. Aufgabe. Wieviel beträgt die Summe der Winkel in einem 
beliebigen Dreieck? 

Lösimg. Ich fälle nach Aufgabe S eine Senkrechte von A 
auf B C (Fig. ] 7). Dadurch wird das Dreieck ^ 5 C in zwei recht- 
winklige ABB m-id ABC 
geteilt. Die sechs Winkel 
dieser beiden Dreiecke ha- 
ben aber nsich der vorigen 
Aufgabe zusammen 360**. 
Zieht man von diesen die 
beiden Winkel bei B, welche 
zusammen 180" haben, ab, 
so bleibt für die vier andern Winkel 180 <> übrig. Diese vier Winkel 
sind aber die Winkel des Dreiecks ABC. Folglich 1 
Summe derselben 180". 





§ 2. Gerade Linie imA Strecke. 
In den vorhergehenden Untersuchungen haben wir eine Reihe 
von Kenntnissen über geometrische Dinge erworben. Die Aneig- 
nung dieser Kenntnisse gelang uns fast lediglich auf dem Wege 
der Anschauung. Indes ist es nicht Sache der geometrischen Wi^en- 
schaft, auf diesem Wege vorzugehen. Vielmehi' muls man aus 
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einer geringen Anzahl von Wahrheiten alle andern durch blofses 
Nachdenken ableiten. Solehe Wahrheiten helEsen Grundwahr- 
heiten, Grundsätze, Axiome. Bezüglich der geraden Linie 
stellen wir folgenden Grundsatz auf: 

a) Zwei gerade Linien können sich nur in einem 
Punkte schneiden. 

Aus demselben kann man ableiten ; 

b) Durch zwei Punkte kann man nur eine gerade 
Linie ziehen. 

Hierzu fügen wir noch folgende Erklärungen hinzu: 

«) Eine gerade Linie ist unbegrenzt, d. h. sie hat weder einen 
Anfangspunkt noch einen Endpunkt. Man kann daher eine gerade 
Linie, welche man auch kurz Gerade nennt, niemals ganz zeichnen. 

ß) Eine Strecke ist der begrenzte Teil einer ge- 
raden Linie. 

Punkte bezeichnet man mit grofsen lateinischen Buchstaben, 
Strecken dagegen mit kleinen lateinischen Buchstaben oder auch 
mit grofsen, welche man an die Endpunkte derselben setzt. 

§ 3. Der Kreis. 

Wenn eine Strecke sich um den einen Endpunkt 
herumdreht, so beschreibt der andere Endpunkt eine 
Linie, welche man Kreislinie oder kurz Kreis nennt. 

Die Kreislinie nennt man auch Peripherie. Unter Kreis 
versteht man ferner öfters die Fläche, welche von der Peripherie 
begrenzt vrird, 

Mittelpunkt oder Centrum eines Kreises ist der feste 
Punkt, um den sich die Sti-ecke bei Beschreibung des Kreises dreht. 

Die Entfernung eines Punktes der Peripherie vom Mittelpunkt 
heifst Radius oder Halbmesser. 

Ein Kreis hat soviel Radien als der Kreis Punkte , folglich 
unendlich viele. Die Radien desselben Kreises sind einander gleich. 
Sie sind nämlich gleich der Strecke, durch deren Umdrehung der 
Kreis entstanden ist. 

Hiemach kann maji den Kreis auch in folgender Weise erklären: 

Der Kreis ist eine Linie, deren sämtliche Punkte 
von einem festen Punkte, dem Mittelpunkte oder 
Centrum, gleiche Entfernung hahen. 

Eine Sehne ist eine jStrecke zwischen zwei Punkten der 
Peripherie. 
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Ein Durchmesser ist eine durch den Jtlittelpimkt gezogene 
Sehne (Fig. 18). 

Jeder Kreis hat unzählig viele Durchmesser. Die Dureh- 
messer desselben Kreises sind alle einander gleich. Jeder ist 
nämlich gleich dem doppelten 
Radius. 

Eine Sekante ist eine ge- 
rade Linie , die den Kreis 
schneidet. 

Die Anschauung lehrt, dafs 
eine Sekante den Kreis in 
zwei Punkten schneidet. 

Eine über die Endpunkte 
hinaus verlängerte Seime ist 
eine Sekante. 

Wir werden später den sehr 

j,j„^ jg wichtigen Satz beweisen; Jede ge- 

ratle Linie, welche einen Kreis in 

einem Punkte schneidet und nicht bertihrt, hat mit dem Kreise noch einen 

zweiten Pimltt gemeinsam. 

Ärchimedes (f 212 v. Chr.) bat bewiesen, dafs man die 
Länge der Peripherie annähernd richtig erhält, wenn man den 
doppelten Radius mit 8^/7 multipliziert. Diese Verhältniszahl, 
welche bis auf sieben Decimalstellen richtig lautet: 3,1415927, 
wird allgemein jt genannt. Für uns genügt die Bestimmung 
n = 31/7, ja für Kopfrechnung ;r = 3. Wir bestätigen dies durch 
Versuche, z. B. durch Umwicklung einer kreisrunden Schachtel 
mit einem Faden. 

1, Aufgabe. Der Radius des an der Schultafel befindlichen 
Kreises ist 0,25 m lang. Wie lang ist seine Peripherie? 

I^stmff. Der doppelte Eadius ist gleich 0,50 m, folglich ist 
die Peripherie 0,50 ■ 31/7 oder 157^/7 cm lang. 

3. Aufgabe. Man zeichne auf ein Blatt Papier einen Kreis, 
dessen Eadius 5 cm lang ist, und bestimme die Länge seiner Peripherie. 

§ 4. Bogengrade, Bogeniiiinuteii itiid Bogcnseknndeu. 

Ein Kreisbogen ist ein begrenzter Teil der Peri- 
pherie. 

Ein Bogengrad ist der 360ste Teil der ganzen 
Peripherie. 
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Eine Bogeiiminute ist der 60ste Teil eines Bogen- 
grades. 

Eine Bogensekunde ist der 60ste Teil einer Bogen- 
m i n u t e. 

Die abgekürzte Bezeichnung für Bogengrade, Bogeuminuten 
und Bogensekunden erkennt man an dem nachfolgenden Beispiele : 
350 46' 66" heilst 35 Grad 46 Minuten 57 Sekunden. 

3. Aufgabe. Die Peripherie des an der Schultafel gezogenen 
Kreises ist 157^/7 cm lang. Berechne die Länge eines Bogen- 
grades, einer Bogenminute, einer Bogensekunde. 

JL&aung. Die Länge des Bogengrades ist -^ cm oder 0,44 cm. 

Die Bogenminute ist rK mm lang Die Ausrechnung eigieht ü7 nun 

Die Bogensekunde lat ,. mm oder 001 mm lan« 

Hieiana folgt äth die Minute schon tme kleme die Sekimde nbei eine 
so ver^ctwindend kleine Giofie lat daTs sie nui sehr &e]ten besondeis nni in 
dei Aationoinie berücksichtigt weiden imils Fitr die meisten aiiel itclt <• 
nauea BeohniinRen teilt min die Minnte m zehn ■.leiche Teile 

^ 5. Konceuti ihclie Kieise. deteiltei Kiei*. 

Wenn eine Strecke sieh um den einen Endpunkt herumdreht, 
so beschreibt nicht nur der andere Endpunkt, sondern überhaupt 
jeder Punkt der Strecke einen 
Kreis. Diese Kreise haben den- 
selben Mittelpunkt. Man nennt 
sie darum koncentrische 
Kreise (Fig. 19). 

Zieht man von dem Mittel- 
punkte koncentrischer Kreise 
zwei Radien, so schneiden die- 
selben auf jedem der koncen- 
trischen Kreise einen Kreisbogen 
ab. Diese Kreisbogen haben 
gleichviele Grade, Minuten und 
Pig in, Sekunden, wie die nachfolgende 

Überlegung zeigen wird. 
Wenn in unserer Fig. 20 die Strecke OA gedreht wird, so 
dafs sie in die Lage OB kommt, und wenn hierbei der Punkt j1 
ein Siebentel der ganzen Peripherie beschreibt, so beschreibt auch 
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der Punkt C ein Siebentel der 
ganzen Peripherie, AB ist also 
ein Siebentel der Peripherie des 
gi'öfeem Kreises und CD ein Sie- 
bentel der Peripherie des kleinern 
Kreises, d, h. die Bogen AB und 
CD haben gleichviel Gfrade, Mi- 
nuten «ad Sekunden. Die Anzahl 
derselben erhält man dadurch, dals 
man 360 ° durch 7 dividiert. Die 
Ausrechnung ergiebt 51" 25' 43", 
Auf diesem Verhalten koncen- 
tiischer Ki-eise beruht der Ge- 
brauch des geteilten Kreises 
(Winkehnessers, zuweilen noch mit einem Fremdwort ,Transport6ur' 




Derselbe ist ein Halbkreis, auf dessen Peripherie 180 Bogen- 
grade abgeteilt sind. 

Mit dem geteilten Kreise miCst man in folgender Weise die 
Gröfee eüies Kreisbogens: Man legt den geteilten Kreia so auf, 
dais sein Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des Kreises zusammen- 
fällt und dafs der eine Halbmesser, au dessen Endpunkt der Null- 
punkt der Teilung sich befindet, auf den Anfangspunkt des Bogens 
zeigt. Die Zahl mit welcher der Endpunkt des Bogena zusammen- 
fällt, giebt die Anzahl der Grade an. 

4. Aufgabe. Man messe verschiedene Kreisbogen. 

S.Aufgabe. Es sind ICr eisbogen zu zeichnen, welche 15", 
300, 60", 175", 180", 233", 345" haben. 

§ 6. Der Winkel. 

Von zwei geraden Linien , die von demselben Punkte aus- 
gehen, sagt man bie büden emen Winkel. Den gemeinsamen 
Punkt der beiden Linien nennt man 'Scheitelpunkt des Winkels. 
Die geraden Linien selbst heilsen Schenkel. 

Man mifst die Giöfse eines Winkels in folgender Weise: 
Um den Scheitelpunkt beschreibt man mit belie- 
bigen Hadien Kreise. Die Schenkel sehneiden auf 
diesen koncentrisehe Kreisbogen ab, welche nach dem 
Vorigen gleichviel Grade, Minuten und Sekunden 
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haben. Von dem Winkel sagt man nun, dals er eben- 
soviel Grade, Minuten und Sekunden habe. Da es auf 
die GcöTse des Radius bei dieser Bestimmung gar 
nicht ankommt, eo sieht man sofort ein, dafs die 
ÖTöfse eines Winkels ganz unabhängig von der Länge 
der Schenkel ist, 

Demgemäfe setzen wir voraus , es sei um den Scheitelpunkt 
mit der Einheit (etwa 1 cm) als Radius ein Kreis beschrieben. 
Der zwischen den Schenkeln liegende Kreisbogen heilst dann das 
natürliche Mafs dea Winkels, 

Man bezeichnet einen Winkel gewöhnlich durch einen grie- 
chischen Buchstaben oder dm'ch drei lateinische Buchstaben, von 
denen der mittlere am Scheitelpunkte steht, während die beiden 
andern an die Schenkel gesetzt werden. 

Einen Winkel von 90" bezeichnet man öfters mit S. Wir werden diese 
Bezeichnung nicht anwenden. Dagegen ziehen wir die allgemein angenommene, 
aUerdings künstliche Teilung des rechten Winkele in 90° selbst dem natnr- 
liehen Mafse vor und werden sie allein verwenden. Sie liegt auch der 
Einrichtung der Winkelinstrumente und der Logaritlmientafein sowie bei manchen 
Begriffebestimmimgen der Geographie zu Grunde. 

6. Aufgabe. Man zeichne mehrere Winkel und messe ihre 
Gröfse mit dem geteilten Kreise. 

7. Aufgabe, Man zeichne vermittelst des geteilten Kreises 
Winkel, welche 12«, 25», 70«, 90o, llh\ 235«, 350" haben. 

Ein rechter Winkel ist ein solcher Winkel, der 
90« hat. 

Ein flacher Winkel ist ein Winkel, der 180" hat. 

Ein spitzer Winkel ist ein Winkel, der weniger 
als 90" hat. 

Ein stumpfer Winkel ist ein Winkel, der mehr 
als 90«, aber weniger als 180" hat, 

Spitze, rechte, stumpfe Winkel nennt man hohle Winkel, 

Wuikel, welche mehr als 180" haben, heifsen erhabene 
Winkel. 

Komplementwinkel sind solche Winkel, die zusammen 90" haben. 

Supplementwinkel sind solche Winkel, die zuaaimnen 180" haben. 

Aufgabe. Wenn ein Winkel 80°, 40", 60°, 75" hat, wieviel Grad hat 
dann sein Komplementwinkel? 

Aufgabe. Wenn ein Winkel 125", 130°, 140°, !5-5" hat, wie grofs ist 
alsdann sein Supplementwinkel? 
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§ 7. Nelienwiiikcl und Sclieitclwinkel. 

Ein Nebenwinkel entsteht, wenn man einen Schenkel eines 
Winkels über den Scheitelpunkt hinaus verlängert. 

Ist ein Winkel gleich «, so ist sein Nebenwinkel 180** — «. 
Verlängert man beide Schenkel eines Winkels über den Scheitel- 
punkt hinaus, so entstehen drei neue Winkel, Je zwei von diesen, 
die einander gegenüberliegen, heifsen Scheitelwinkel. 

i. Leli/rsats. Scheitelwinkel 
sind gleich. Denn dreht man 
OA (Fig. 21) bis in die Lage von 
OB, so dreht sich gleichzeitig OC 
in die Lage von OD. 

2. Lehrsat». Zieht man von 
einem Punkte aus beliebig 
D ist die Summe der sämtlichen Winkel, 
aufeinander folgenden Geraden ge- 
bildet werden, gleich 360". 

Beweis. Zum Beweise beschreibe man um den Punkt mit 
beliebigem Radius einen Kreis. Auf demselben werden ebensoviele 
Kreisbogen abgeschnitten, als Gerade vorhanden sind. Jeder 
Winkel nun hat soviel Grade, Minuten und Sekunden als der ihm 
gegenüberliegende Bogen. Alle Bogen zusammen genommen haben 
aber 360 ". Folglich ist auch die Summe der Winkel gleich 360 ". 

§ 8. Das Dreieck. 

Verbindet man drei Punkte, z. B. Ä, B, C, welche nicht in 
gerader Linie liegen, miteinander, so entsteht ein Dreieck. 

^ Die Strecken £(7, CA, AB (Fig. 22), welche 

durch «, h, c bezeichnet werden, heifsen die 
Seiten, die Punkte A, B, C die Eckpunkte 
des Dreiecks. Die Winkel BAC, CBA, ACB 
werden bezüglich a, ß und y benannt. 

S. Aufgabe. Man bestimme von verschie- 
denen Dreiecken die Summe der Winkel vei-- 
mittelst des geteilten Kreises. 
3. Lehrsatz. Die Summe der Winkel eines Dreiecks 
ist gleich ISO«. 

Beweis. Von einem beliebigen Punkte einer der drei Drei- 
etwa von J aus auf A C, gehe ich um das Dreieck 
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herum (Fig. 23). Um von J nach A. zu gelangen, brauche ich mich 
nicht KU drehen. Um aber von A nach B zu kommen, mufs ich 
mich um den Winkel 8 drehen. Bei B und 
C mufs ich mich ferner noch um die Winkel 
s und ;y drehen, bevor ich nach J znrüek 
gelange. Die drei Winke! S, s, tj sind nun 
gleich 360 ". Dieses kann man sich in fol- 
gender Weise klar machen. Es kommt 
bei dem Beweise gar nicht darauf an, ob 
man ein grofses oder kleines Dreieck an- 
nimmt, da das Portschreiten auf den Seiten 
keinen Einflufs auf die Gröfse der Drehung 
hat, die an den Eckpunkten notwendig ist. Nimmt man danun 
ein ganz kleines Dreieck an, welches ungefähr zu einem Punkte 
zusammengeschinunpft ist, so sieht man sofort, daÜs nach Lehr- 
eatz 2 

? = 360» ist. 
^ ^ 180", 

■ = 180", 

■ — 180», 
neu ilachen Winkel bildet. Daraus 

eiehes zu Gleichem addiert 



Ferner ist a -|- 

r + ■■ 

da jedes dieser Winkelpaare e 
folgt nach dem Grundsatz: Gli 



bt Gleiche 

oder «+/9+;- + ö' + £ + ^ = 540". 

Da nuu i^ -]- s -(- ^ ^= 360" ist, so folgt durch Anwendung des 

Grundsatzes: Gleiches von Gleichem subtrahiert giebt 

Gleiches^: 

« + /? + r = iso". 

i*. Aufifolie. Es sei 

a) ft ^550, ^=630, 

b) « = Wir, ^ = 39"25', 

c) « = 47028'39", ,5= 88059'27"; 
wie gi'ofs ist dami ;-? 

4:. Lehrsatz, Sind zwei Winkel eines Dreiecks be- 
kannt, so ist auch der dritte bekannt. 



1 nnten diu SoMiirsljeiiiei-kung. 
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Beweis. Den lU'itten Winkel tindet man, indem man die 
Summe der beiden bekamiten von 180" subtrahiert. lat der eine 
Winkel a (Fig. 24) und der an- 
dere ß, so ist der dritte gleich 
180*^ — (a -\- ß) oder auch 
gleich 1800 — a — /?. 

Stimmen daher zwei 
Dreiecke in zwei Win- 
keln überein, so stimmen 
sie auch im dritten überein. 
In einem Dreieck kann nur ein Winkel ein stumpfer oder 
rechter sein. 

Ist in einem Dreieck ein Winkel ein rechter, so heilst das- 
selbe rechtwinklig. Die den rechten Winkel bildenden Seiten 
heifsen die Katheten*, die dem rechten Winkel gegenüberliegende 
Seite heifat die Hypotenuse**. 

Ist in einem Dreieck ein Winkel ein stumpfer, so heilst das- 
selbe stumpfwinklig. 

Sind in einem Dreieck alle Winkel spitze, so heilst dasselbe 
spitzwinklig. 

Der Nebenwinkel eines Dreieckswinkels wird Äufsenwinkel 



Ein Dreieck hat sechs Äufsenwinkel. Man erhält 
durch Verlängerung der Seiten über die Eckpunkte hinaus. 

5. Lehrsats. Der Äufsenwinkel eines Dreiecks ist 
gleich der Summe der innern ihm nicht anliegenden 
Dreieckswinkel. 

Hefstelhing der Mgur. Ich zeichne ein Dreieck ABC (Fig. 25) 



und stelle daran 




beliebigen Äufsenwinkel her, indem ich 
z.B. BC über C hinaus verlängere. Einen 
Punkt der verlängerten Seite nenne ich D. 
Behauptung. 4_AGD = CBA^BAC. 
Beweis. Den Winkel ACB nenne ich p 
__ Dann ist der Winkel ^CZ) = 1800 — r. 
■ö Ebenso ist auch zufolge Lehrsatz 3: 
4. CBA^ BAO= 1800 — ;-; 
4. BGA ==- CBA. + BAC. 



yGoosle 




§ 9. Die lieitlen ersten KoiigruciizsStze. 

6', I-eh/rsat« (1. Kriterium), Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie übereinstimmen in zwei Seiten und in dem 
von ihnen gebildeten Winkelt 

Beweis. Die beiden Dreiecke ABC unADEF(¥ig. 26) sind 
da.(aÄB = DE, ÄC ^ DF unä 4- BÄG= EDF 
A I) ist. Um dieselben 

zur Deckung zu 
bringen, lege ich 
das Dreieck 1)EF 
so auf dEis Drei- 
eck ABC, dafs 
DE mit AB zu- 
sammenfällt. Dies ist möglich, da DE^ AB ist. Es fällt dann 
auch die Seite DF in die Richtung von 4C da der Winkel EDF 
gleich dem Wmkel BAC n,t Femei fallt weil DF = AC ist, 
F mit C zusammen. Da nun E auf B und i T.uf C liegt, so 
mufe auch EF mit B C zusammenfiUen weil zwischen zwei Punkten 
nur eine gerade Verbindungslmie möglich ist 

7, Lehrsatz (2. Kntenuiti). Dieiecke sind kongruent, 
wenn sie übereinstimmen in einer Seite und den 
jl j] beiden anliegen- 

den Winkeln. 

Beweis. Die bei- 
den Dreiecke ABC 
und Z^EFCFig. 27) 




dafs BC = EF, 
2iABC= DEF und 4. ACB = DFE ist. Um nun dieselben 
zur Deckung zu bringen, lege ich das Dreieck Z'Si^ao auf ^BC, 
dafs EF mit BC zusammenfällt. Dies ist möglich, da EF ^ BC 
ist- Dann fäUt ED in die Richtung von BA und FD in die 
Richtung von CA, da 4- ABC = DEF und 4 ACB = DFE 
ist. Es mufs dann auch D mit A zusammenfallen, da zwei gerade 
Linien sich nur in einem Punkte schneiden können. 



' Bei den Yier Kriterien mitciiasBc mai 
laut des Satzes entsprechend zu zeichnen, 
teilter Kreis. 



es nicht, die ] 
Hierüu genü{ 



uren dem Wort- 
Zirkel und ge- 
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Bespi'eclmnff des zioeiten Kriteriums. Da zwei Dreiecke, 
welche in zwei Winkeln übereinstimmen, auch im dritten überein- 
stimmen, so kann man auch den Satz aufstellen: 

Dreiecke sind kongruent, wenn sie überein- 
stimmen in einer Seite, einem anliegenden und dem 
der Seite gegenüberliegenden Winkel. 

Nunmehr smd wir imstande, über das gleichschenklige 
Dreieck Wahrheiten strenge zu beweisen, die wir in der Ein- 
leitung lediglich der Anschauung entnommen haben. 

§ 10. Sätze über das gleichschenklige Dreieck. Beziehungen 
zwischen Winkel und Gegenseite. 
S. Lehrsats, Die Winkel an der Grundlinie eines 
gleichschenkligen Dreiecks sind einander gleich. 

Beweis. In dem Dreieck ABC (Fig. 28) ist 
AB^AC. ümzu beweisen, dafs 4 ABC = ACB 
ist, sei der Winkel BAC durch die Linie AD 
halbiert. Dann ist AABD^ACB (1. Krit.) 
(A Dreieck; ^ kongruent). Polglich ist 2i ABC 
= A CB, weil sie bei der Deckung aufeinander 
fallen. 

^'*' ^^ 9. Lehrsoitx. Sind in einem Dreieck zwei 

Winkel gleich, so ist dasselbe gleichschenklig. 

Beweis. In dem Dreieck ABC sei 4. ABC= AÜB. Um 
zu zeigen, dafs dann AB ^ AC iat, nehme ich an, daCa AD den 
Winkel BAC halbiere. Dann ist A ABD ^ ACD (2. Krit.). 
Es ist somit AB =^ AC, da sich bei der Kongruenz diese Stücke 
decken. A ABC ist also gleichschenklig. 

10, Aufgabe. Man zeige, däfs in einem gleichseitigen Dreieck 
jeder Winkel gleich 60" ist. 

^ Lösung. Da in dem gleichseitigen Drei- 

eck ABC (Fig. 29) AB = AC ist, so ist 
2iB=C. Da aber auch AC = CB ist, 
so folgt 4 B=^A. Die drei Winkel A, B, C 
sind also untereinander gleich nach dem 
_ __\ Grundsatze : Zwei Gröfsen, die der- 
selben dritten gleich sind, sind 
auch unter sich gleich. Da nun die 
B, C zusammen gleich 180" sind, so ist jeder von 




Winkel A, 
ihnen gleic 



60", 



yGoosle 




11. Aufnähe. Man zeige, dafs die Winkel an der Hypotenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks, das gleiche Katheten hat, je gleich 
450 sind. 

lAisiwig. Die beiden Winkel an der Hypotenuse sind zusanunen- 
genommen gleich 90", da der dritte Winkel gleich 90 <> ist. Weil 
dieselben aber unter sich gleich sind, so ist jeder von ihnen gleich 45 ", 

12. Aufgabe. Es soll gezeigt werden, dafe die Winkel an der 
Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks stets spitze Winkel sind. 

Lösung. Waren die Winkel gleich 90" oder gröfser als 90", 
so wären sie zusammen gleich oder gröfser als 180", was nach 
Lehrsatz 3 nicht möglich ist. 

10. Lehrsatm, In jedem Dreieck liegt der gröfsern 
Seite der gröCsere Winkel gegenüber. 

^ Beiveis. DieSeite J.C(Fig. 30), 

welche kleiner als AB ist, trage 
ich von A aus auf AB ab. Den 
"Endpunkt nenne ich D. Ver- 
binde ich nun D mit C, so ist 

— P Cr:r=;=A Q Dreieck A OD ein gleiehschenk- 

'^ liges. Ich darf also den Winkel 

ADC Tj nennen, wenn ich den Winkelt CD ij nenne; Winkel BCD 
sei noch e genannt. 

Nun ist :^ = ^ + s, also ij > ß, und da ;- ^ s + ^5 > ^ ist, 
so ist um so mehr j^ ß. 

11. Lehrsatz. In jedem Dreieck liegt dem gröfsern 
Winkel die gröfsere Seite gegenüber. 

Beiveis. In dem Dreieck .^jßCsei 4! ACB > ABC. Es soll 
gezeigt werden, dafs dann AB> AC ist. 

Angenommen A B sei nicht gröfser als A C. Dann müfste A B 
entweder gleich A C oder kleiner als J. C sein. Wäre nun AB^AC, 
so wäre 4 ABC ^ ACB; wäre aber AB < AC, so wäre 
2i ACB < ABG. Beides aber ist unmöglich, da das Dreieck 
so beschaffen ist, dafs 4. ACB > ABC ist. 

Da min AB nicht gleich J.C und auch nicht Ideiner als^C 
sein kann, so ist notwendigerweise AB '> AC. 

Bespj-ecfvung dieses Beweises. Der vorstehende Beweis ist 
ein indirekter. Indirekte Beweise sind solche, bei denen man 
nachweist, dafs das Gegenteil von dem, was in dem Satze aus- 
gedrückt wird, nicht statthaben kann. 
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12. Lehrsatz. In jedem Dreiecke ist die Summe 
zweier Seiten gröfser als die dritte. 

Betveis. Ich verlängere AB (Fig. 31} 
mn Ä C bis zum Punkte D und verbinde 
D mit C. Dann ist A DAC ein gleich- 
schenkliges, somit ^i ADC = ACD. 
Diese beiden Winkel sind aber nach dem 
Satz vom Aufeenwinkel zusammenge- 
nommen gleich u. Folglich ist jeder von 
ihnen gleich -k- Darum ist Winkel BCD 
gröfser als BDC und somit nach Lehr- 
satz n BD >■ BC. Es ist aber 
BD=-BA + ÄD^BÄ + AC. 
Darum ist auch BA + AG > BC. 

Anmerkung. Mit Htllfe des vorhin bewiesenen Satzes ergiebt sioii, 
dafs die geratle Linie der kürzeste "Weg zwischen zwei Pnnkten ist. 

13. Avfgabe, Man beweise , daTs die Differenz zweier Drei- 
ecksseiten kleiner ist als die dritte Seite. 

Lösung, Stellt man dieselbe Figur her wie bei Lehrsatz 10, 
so findet man, dafs 2i BD C ein stumpfer Winkel ist. Der Winkel i^ 
ist nämlich ein spitzer, da er Winkel an der Grundlinie eines 
gleichschenkligen Dreiecks ist. Es ist folglich sein Nebenwinkel 
ein stumpfer und darum auch gröfser als s. Nach Lehrsatz 11 
ist darum BC> BD. BD ist aber gleich AB — AC. Es ist 
somit AB — äC<:.BC. 

Anmei-kung. Eine Ungleichheit bleibt richtig, wenn beiderseits die- 
selbe GrÖfee hinzugefügt oder weggenominen wird. Nun war nach Lehrsatz 12 
AB<äG-\-BC; nimmt man beiderseits A ü weg, so folgt AB — A C< B C. 
Mithin erscheint der zuletzt bewiesene Satz als Folge des vorigen. 

§ U. Die lieideii letzten Kongriienzsätze. 

13. Lehrsatz (3. Kriterium). Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie übereinstimmen in den drei Seiten. 

Beweis. Die beiden Dreiecke ABC und DEF sind so ge- 
wählt, dafs AB = DE, AC = DF, BC = EF ist. Um zu 
zeigen, dafs dieselben kongruent sind, lege man dieselben mit 
ihren gröfsten Seiten, welche in unserem Falle B C und EF seien, 
aneinander, so dafs E mit B und F mit C zusammenfällt, und 
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vorbinde A mit T) (Fig. 32). Dann ist AÄBD 

gleichschenklig und ebenso auch A CD. Es 

ist darum 4- BAD = BDA 

und 4. CAD= CDA. 

Nach dem Grundsatz über Addition gleictier 

Gröfsen folgt hieraus: 

2iBAG=BDC. 
Darum ist ^ ABC =^DBC nach dem ersten 
Kiiterium. A DBC ist aber das A DEF; 
folglich ist A ABC ^- DEF. 

Sesprediung dieses Seiveises, Der wesent- 
liche Gedanke des vorstehenden Beweises ist die 
Aneinanderlegung der Dreiecke, so dafs entsprechende Eckpunkte sich 
decken. Unwesentlich ist die Wahl der gräfsten Seite. Bei der zweiten Duroh- 
nahme stelle man fest, welche Abänderungen eintreten, wenn rechtwinklige 
oder stumpfwinklige Dreiecke nicht mit den grölsten Seiten aneinander gelegt 
werden, und führe den Beweis mit Unterscheidung von drei Fällen. 

M. I^lirstftst (4. Kriterium). Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie übereinstimmen in zwei Seiten und dem 
Winkel, welcher der gröfsern von diesen gegen- 
überliegt, 

Betveis. Wir setzen voraus, dal's AB = DE (Fig. 33), 
AC= DF, 4 ABC= DEF und AC > AB und darum auch 




DF> DE ist. Wegen des letztern Umstandes müssen dann in 
den Dreiecken die Winkel ACB und DFE spitze Winkel sein. 
Um nun zu zeigen, dafs die Dreiecke kongruent sind, lege 
ich das Dreieck DEF so auf das Dreieck ABG, dafs DE mit 
AB zusammenföllt. Dies ist möglich, da DE = AB ist. Da 
aber 4 DEF = ABG ist, so fällt EF in die Richtung von BC. 
Es ist aber von vornherein niclit nötig anzunehmen, dafs F mit G 
zusammenfällt, da wir nicht wissen, ob EF=^ BC ist. Es sind 
im ganzen drei Fälle denkbar. 
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1. i'' fällt mit C ziisanimcn. Dann deckt A -^-^'-/''da.s A -4 iJC, 
und die Kongruenz ist erwiesen, 

^ 2. F fällt zwischen B und C (Fig. 

34). Es ist alsdann A AFC gleich- 
schenklig. Daraus folgt aber (Auf- 
gabe 12j, dafs 2iÄFC = ÄCF ein 
spitzei Winkel, mithin 2i ÄFB ein 
-itumpfei und AB l> ÄF sein mufe. 
^ AF i&t aber gleich AC. Es mufs 
j^g j^ alho AB > AC sein, was mit der 

angenommenen Beschaffenheit des 
Dreiecks ABC nicht verembai ist 

Der Punkt F kann also nicht zwischen B und C fallen. 

3. F fällt auf die Verlänge- 
rung von iJC(Fig. 35). Dann ist 
in dem gleichschenkligen Drei- 
eck ACF 4- Ä CF ein spitzer 
Winkel, also j^ ACB stumpf 
und AB > AC. Dies ist nicht 
möglich. Es kann somit F nicht 
auf die Verlängerung von BC 
fallen. 
Aus dem Ganzen folgt, dafs F mit C zusammenfallen muls 
und dafs somit A ABC ^ DEF ist. 

Bespfecliung aieses Satses. Das vierte Kriterium 
findet fast ausnahmslos nur für rechtwinklige Drei- 
ecke Verwendung. 

Nunmehr, nachdem wir die vier Kriterien bewiesen haben, 
sipd wir im stände, die in der Einleitung gegebenen Lösungen als 
streng richtig zu erweisen. Dies soll im § 12 geschehen. Zuvor 
wollen wir Dreiecke entsprechend den vier Kriterien zeichnen. 




§ 12. Die vier (jpiiiidaufgahen. 

Die Aufgaben 15 — 18 hcifsen Grundaufgaben. Zu ihrer 
Lösung benutzen wir die Hülfsaufgabe ; 

14. Aufffu^e. An eine Gerade in einem gegebenen Punkte 
einen gegebenen Winkel anzulegen. 

LÖsitng. Ich beschreibe um den Scheitelpunkt D (Fig. 36) 
des gegebenen Winkels FDE mit einem beliebigen Radius einen 
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Kreis, Die Sclmittpunkte desselben mit den Schenkeln nenne ieli 
M und N. Mit demselben Radius beschreibe ich um den Punkt 
A einen Kreis. Den 
Schnittpunkt mit der 
gegebenen Geraden 
nenne ich C. Sodann 
beschreibe ich um C 
mit der Strecke MN 
einen Kreis. Derselbe 
schneide den vorigen 
Kreis im Punkte B. Ich verbinde B mit Ä, und Winkel CAB 
ist gleich dem gegebenen Winkel FDE. 

Beweis. Verbinde ich C mit B und J¥mit N, so ist A CAB 
= NDM nach dem dritten Kriterium Folghch smd m den Diei- 
ecken auläer den Seiten auch die Winkel paarweise gleich Untei 
andern ist also auch 4. CAB = FBE 

IS. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen au-i z^ei Seiten und 
dem von ihnen gebildeten Winkel. 

iMsting. Iih lege a hm d h 

ich ti a^e auf emer beheb]gen 

Geraden ^ on einem behebigen 

Punkte B aus die btrei,ke a ab 

Den zweiten Endpunkt nenne ich C 

(Fig. 37). Sodann lege ich an 5 

c im Punkte B den Winkel ß an. 

Auf dem freien Sehenkel dessel- 

ab, nenne den Endpunkt A, verbinde 

5C ist das verlangte. 

16. Aufgabe. Ein Dreieck 
zu zeichnen aus einer Seite 
und den beiden anliegenden 
Winkeln. 

Lösung. Ich lege die Seite 
a hin. Sodann lege ich an a 
in deren Endpunkten B und C 
(Fig. 38) den Wmkel ß bezüg- 
'c lieh X an. Der Schnittpunkt A 
der beiden freien Schenkel ist 
der dritte Eckpunkt des ver- 
langten Dreiecks. 




ben trage ich die Seite 
A mit C, und Dreieck ^ 
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17. Aufgabe. Ein DieifcL zu ZLithneii lUb ilcii dici Satcn 
Die Lösung findet sich in der Einleitung Aufgabe 1 

18. Aufgabe. Ein Dieieck zu zeichnen aus zwei Seiten und 
dem Winkel, welcher dei giöfoem ^ on die'^en Seiten gegenüberliegt 

Lösung. Ich lege die Strecke b 
hin. Die Endpunkte nenne ich A 
und C (Fig. 39). Sodann lege ich 
&Xi. AC im Punkte C den Winkel y 
an und beschreibe um A mit c als 
Radius einen Kreis, ■welcher den 
freien Schenkel des Winkels y im 
"^' "■'■ Punkte B schneiden möge. Ich 

verbinde B mit A, und A ABC genügt der Aufgabe. 

Besprechung der Lösung. Der um A mit c beschriebene 
Kreis schneidet den über C hinaus verlängerten Schenkel noch in 
einem zweiten Punkte, den wir D nennen wollen. In dem durch 
Verbindung von A mit D hergestellten Dreiecke ist zwar AD =^ c, 
AC ^h, aber der Winkel ACD ist nicht gleich ;-, sondern gleich 
180" — ;-, Das Dreieck AGD genügt also der Aufgabe nicht 
(uneigentliche Lösung). 

Mit Hülfe vorstehender Ginindaufgaben können wir nun Drei- 
ecke zeichnen, weiche die in den vier einzelnen Deckungssätzen 
geforderten Eigenschaften besitzen. Wir können z. B, zwei Drei- 
ecke zeichnen, die in zwei Seiten und dem von ihnen gebildeten 
Winkel übereinstimmen. 

Es empfiehlt sich sehr, Dreiecke dem Wortlaute 
der Kriterien entsprechend auf Pappdeckel zu zeich- 
nen und sie ausgeschnitten zur Deckung zu bringen. 

§ 13. Wiederholang der in der Einleitnog gelösten Aufgabe«. 
Beweis der Richtigkeit der Lüsungen. 

19. Aufgabe, Eine Strecke zu halbieren. 
Ij&swng. Siehe Einleitung, Aufgabe 2. 

BewHs. Es ist Fig. 6 A CAB ^ CBD (3. Krit.). Daraus 
folgt, dafs 4 ACD = .BCDist. Nun ist auch A AEC'-':^ BEC 
(1. Krit.) und darum AE= BE. 

20. Aufgabe. In einem gegebenen Punkte einer Geraden auf 
derselben eine Senkrechte zu errichten, 

JJisimg. Siehe Einleitung, Aufgabe 3, 
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Beweis. Verbindet man D mit A und B 
(Fig. 40), 90 ist isAOV^BCD (3. Krit.). 
Aus der Kongruenz folgt, dafs 2^ ÄCJ3 
^= B CD ist. Da aber beide zusammen gleich 
180 '^ sind, so ist jeder von ihnen gleich der 
Hälfte von 180", d. h. jeder von ihnen ist 
Yig. m. gleich 90". Die Linie CD steht also senk- 

recht auf AB. 
(Für das Wort „senkrecht" hat mau das Zeichen J_.) 
31. Aufs/abe. Einen gegebenen Winkel zu halbieren. 
Ijösttng. Siehe Einleitung, Aufgabe 6. 

Beweis. Es ist Fig. 24 A AMO ^ AJS'O (3. Krit.). Darum 
ist 4MA0 = NAO. 



§ 14. Fortsetzung. Andere Aufgaben. 

Eine Linie heilst Mittelsenkrechte zu einer Strecke, wenn 
sie auf derselben in deren Mittelpunkte senkrecht steht. 

32. Attfgabe. Auf einer Strecke die Mittelsenkrechte zu er- 
richten. 

Uisung. Die Lösung ist ganz gleich derjenigen von Auf- 
gabe 19, § 13. 

Bmveis. In dem Beweise zur eben erwähnten Aufgabe ist gezeigt, 
dafs Fig. 6 A AEC ^ BEC ist. Darum ist 4 AEO = BEC, 
und da beide zusammen 180" gleich sind, so ist jeder von ihnen 
gleich 90°, d. h. CE ist J_ AB. Ebenso war bewiesen, dafs 
AE = BE ist. Darum ist CE Mittelsenkrechte. 

Besprechung. Eine Strecke zu halbieren und auf derselben die 
Mittelsenkrechte zu errichten sind also nach unserer Lösung ganz 
dieselben Aufgaben. 

23, Aufgabe, Manzeige, dafsjeder Punkt 
der Mittelsenkreeliten von den Endpunkten 
der Strecke gleiche Entfernung hat. 

Herstellung der Mgur. Nach der vo- 
rigen Aufgabe errichte ich auf der Strecke 
AB {Fig. 41) die Mittelsenlirechte und ver- 
binde irgend einen Punkt derselben, z. B. G, 
mit A und B. 
■ CB. 
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Beweis. Nennt man den Fufapimkt der Mittclscnkrecliteii D, 
so ist A ADV ^ BUC; denn es ist AD = BD, CD = CD 
und 2iADG = BDC. Aus der Kongruenz folgt, daTs C^ = C£ ist. 
34. Atifffabe. Man zeige, daTs jeder Punkt ausserhalb der 
Mittelsenkrechteu von den Endpunkten der Strecke ungleiche Ent- 
fernungen hat, 

BersteUunff der Mgttr. Ich zeichne die 
Mittelsenkrechte zu AB (Fig. 42) und nehme 
aurserbalb derselben einen Punkt B an, den 
ich mit A und B verbinde. 

Behattptung. SJ. ^ £B (^ heiVst un- 
gleich). 

Betveia. Zinn Beweise, dafö EA ^ EB 
ist, verbinde ich den Schnittpunkt F auf EA 
mit B. Dann ist nach Lehrsatz 12 
'""""■ BE<:EF+ FB. 

Es ist aber nach der vorigen Aufgabe FB = FA; folglich ist 
BE<.EF+ FA oder BE < AK. 

Besprectmng. Liegt der Punkt E auf der andern Seite der 
Mittelsenkrechten, so wird in derselben Weise bewiesen, dafs 
EB > EA ist. 

Die beiden vorstehenden Aufgaben lehren, dafs alle Punkte, 
deren Entfernungen von zwei festen Punkten gleich sind, auf der 
Mittelsenkrechten zur Verbindungsstrecke der beiden Punkte liegen 




Ein geometrischer Ort ist eine Linie (eine Gerade, ein 
Kreis), auf der Punkte von derselben Eigenschaft liegen. Hier- 
nach ist: 

1. der geometrische Ort für alle Punkte, die von 
einem festen Punkte gleiche Entfernung haben, ein 
Kreis um den festen Punkt als Centrum. 

2. Der geometrische Ort für alle Punkte, die von 
zwei festen Punkten gleiche Entfernung haben, ist 
die auf der Verbindungsstrecke der beiden Punkte 
errichtete Mittolscnkrechte. 

33. Aufgabe. Von einem Punkte auf eine Gerade eine Senk- 
rechte zu fällen. 

Lösung. Ich beschreibe mit hinlänglich grofsem Radius um 
den Punkt C einen Kreis, welcher die Gerade in den Punkten A 
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und B schneiden möge (Fig. 43). Um 
Ä und B beschi*eibe ich sodann mit einem 
hinlänglich gi'olsen, aber sonst belie- 
bigen Radius , z. B. mit A 6', Ki-eise. 
Der zweite Schnittpunkt heifse D; CD 
ist ± AB. 

Betveis. Der Beweis stimmt mit dem 
Beweise zur Aufgabe 19, § 13 überein. 
Bespreciiimg. Es läfet sich zeigen, 
dafs nur eine solche Senkrechte mög- 
lich ist. Denn wäre noch CE ^ AB 
{Fig. 44), so kämen in dem Dreieck CD E 
zwei rechte Winkel vor, was nicht möglich ist. Weil ^ ODE 
ein rechter Winkel ist, so ist (Lelirsatz 11) CE > CD. Also 
C ist die von einem Punkte auf eine Gerade 

^ gefällte Senkrechte Meiner als jede andere 

Verbindungslinie dieses Punktes mit einem 
Punkte der Geraden, 
Ebenso wie man von einem Punkte auf 
^ jj jy — -jj eine Gerade nur eine Senkrechte fällen kann, 

^'s- 44, lafst sich auch in einem Punkte einer Ge- 

raden nur eine Senkrechte errichten. 

Ist nämlich CD A_ AB (Fig. 45), und nimmt man an, dafs 
^ auch DE _L AB sei, so müfste ^ BDE 

^ BDC sein, da jeder von ihnen gleich 
einem rechten wäre. Dies ist aber nicht 
möglich, da ein Teil nicht dem Ganzen 
gleich sein kann. 

Die Länge der Senkrechten, 

weiche man von einem Punkte auf 

eine Gerade fällen kann, nennt 

l des Punktes von der Geraden. 

Es ist zu beweisen, dafs jeder Punkt des 

Winkelhalbierers von den Schenkeln 

des Winkels gleichen Abstand hat. 

Herstellung der Mgur. Ich halbiere 
den Winkel EAF (Fig. 46) und fälle 
von irgend einem Punkte des Winkel- 
halbierers, z. B. G, auf die Schenkel 
die Senkrechten GB und GC. 



man den Abs 
36. Aufgabe. 
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JBehaupttcnff. GB ^= GC. 

BetveiB. A GÄB'^GäC (2. Krit); daher ist GB ^ GG. 
27. Aufgabe, Man beweise, dafe jeder Punkt aufserhalb des 
Winkelhalbierers von den Schenkeln ungleichen Abstand hat. 

-p Merstell/unff ü&r Figtir. leb 

halbiere den Winkeli;^-F(Fig. 47) 
und nehme aufserhalb des Winkel- 
halbierers einen Punkt if an. Von 
demselben fälle ich auf die beiden 
Schenkel die Senkrechten SU 
und HC. 

BehoMptung, HB ^ HC. 
Beiveis. Zum Beweise fälle ich 
von ö, dem Schnittpunkt des Winkelhalbierers mit HB, eine 
Senkrechte DG auf AF und ziehe HG. Dann ist 

BH=BI) + DH=DG^DH> HG> HC, 
also um so mehr BH> HC. 

Besprechung. Läge H auf der andern Seite des Winkel- 
halbierers, so liefse sich genau so nachweisen, dafs HC > HB ist. 
Nach den beiden letzten Aufgaben ist daher: 
3. der geometrische Ort für alle Punkte, die von 
den Schenkeln eines Winkels gleichen Abstand haben, 
der Winkelhalbierer. 



§ 15. ZeicLniiHgsanfgabeii. 



2S. Aiifgahe. Ein Dreieck zu zeichnen aus », l --\- 
Lösung. ABC (Fig. 48) sei das verlangte Dreieck. 



i ist 




Die Summe b -\- c stelle ich dadurch 
her, dafs ich B A über A hinaus um A C 
oder AC über A hinaus -am AB verlän- 
gere. Wir wollen daß erstere wählen. 
Den Endpunkt der um ^C verlängerten 
Seite AB nenne ich D, verbinde D mit C, 
dann ist das A X*BC zu zeichnen nach der 
erweiterten vierten Grundaufgabe. Es ist 
nämlich BC ^ n, BD ^ b -\~ c und 
4_ BT)C = ^- Durch das Dreieck BüC^ 
sind zwei Eckpunkte des Dreiecks ABC 
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gegeben, nämlich B und C. Der dritte Eckpunkt liegt auf BD 
und der Mittelaenkrechten zu DC, da Ä von D und C gleiche 
Entfernung haben muCs. 

Um nun das Dreieck ABC zu zeichnen, lege ich zuerst 
BD = b -\-c liin und trage an 5 Z) im Punkte D den Winkel -g- an. 
Dann beschreibe ich um B mit a einen Kreis, welcher den freien 
Schenkel des Winkele -|- im Punkte C sehneiden möge. Schliefs- 

lich errichte ich auf CD die Mittelsenkreehte , welche BD in A 
schneide, ^£0 ist das Dreieck von verlangter Eigenschaft. 

Betvets. Es ist AC = AD {§ 14, Aufgabe 23). Somit 
ist AB -{- AC =^ AB + AD = b -{- c. Da A DAC gleich- 
schenklig ist, so ist 4. AGD = .41X7 = -|- 4. BAC int aber 
gleich ACD ^ ABC = -^ -\- ^ = a. Das Dreieck ABC hat 
also die vorgeschriebenen Eigenschaften. 

Hesprechunr/. Der mit a, um B beschriebene Kreis wird 

den freien Schenkel des Winkels ^ entweder gar nicht treffen 

oder nur in einem Punkte oder in zwei Punkten , je nachdem 
der Abstand des Punktes B vom freien Schenkel gröfser, gleich 
oder kleiner ist als a. Im letzten Falle liefert die Zeichnung 
zwei, jedoch nur durch die Lage verschiedene Lösungen. Ist 
« > ö + c gegeben, so haben wir einen Widerspruch gegen 
Lehrsatz 12, und die Lösung wird uneigenthch. Vgl. dazu Auf- 
gabe 31. 

Aufgtihen. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 

39. a, h + c, ß. SO. u, h -r c, r- Sl. a, b — c, a. 

32. a, b~ c, ß. 

§ 16. Der Parallelisiinis. 

Eine Linie, welche mehrere andere schneidet, heifst Schnitt- 
linie. 

Die Linien A B und CD (Fig. 49) seien geschnitten von der 
Schnitthnie MN. Es entstehen acht Winkel. Je zwei Winkel, 
die an derselben Seite der Schnittlinie und an derselben Seite der 
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31 



geschnittenen Linien L 
also a und e, ß und C 




rade Linien 
irgend zwei 
Wec 



en, heifsen entsprechende Winkel, 
und ti, S und *. Je zwei Winkel, die 
an verschiedenen Seiten der Schnitt- 
linie und an verschiedenen Seiten der 
geschnittenen Linien liegen , heifsen 
Wechselwinkel, also « und », ß 
und rj, Y und C, (> und e. Je zwei 
Winkel, welche an derselben Seite der 
Schnittlinie , aber an verschiedenen 
Seiten der geschnittenen Linien liegen, 
heiTsen Ergänzungswinkel, also a 
und yj, ß und &, y und s, b und C 
15. Lehrsatz, Werden zwei ge- 
'on einer dritten geschnitten, so dafs 
ntspreehende Winkel oder irgend zwei 
inkel gleich sind oder die Summe irgend 
zweier Ergänzungswinkel gleichlSO" ist, so sind alle 
entsprechenden Winkel und alle Wechselwinkel gleich, 
und die Summe je zweier Ergänzungswinkel ist 
M gleich 1800. 

HersteUunff der Figitr. Ich ziehe eine 

beliebige Gerade AB (Fig. 50) und eine 

zweite MN, welche die erste im Punkte 

schneidet. Den Winkel AOM nenne ich a. 

An die G-erade MN lege ich nun in einem 

beliebigen Punkte P den Winkel a als 

entsprechenden Winkel zu 2i AOM so.. 

^ Den über P hinaus verlängerten freien 

'^* ^"^ Schenkel dieses Winkels nenne ich CD. 

Behmiptung- 2i AOP^ CFN, 2i MOB = OFI) n. s. w. 

Beweis. Die acht Winkel um und P herum kann man so 

bezeichnen, wie die Figur angiebt. Daraus ersieht man sofort, 

dafs alle Wechselwinkel und alle entsprechenden Winkel e 

gleich sind und dafs femer die Summe irgend zweier I 

winkel gleich 180" ist. 

Ebenso wird der Beweis bei dem zweiten und dritten Teil 
des Satzes geführt. 

Iß. Lehrsatz. Sind für eine Schnittlinie die ent- 
sprechenden Winkel oder die Wechselwinkel gleich, 
oder ergänzen sich die Ergänzungswinkel zu 180", 
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die entsprechenden 




so sind für jede Schnittlinie die entsprechenden 
Winkel gleich u. s. w. 

Beweis. Für die Schnittlinie MN i 
Winkel gleich. 

Q Wenn ich dann den Winkel MB 

(Fig. 51) a nenne, so darf ich auch 
Winkel OND a nennen. Eb ist nun 

^=ß-\- a. 
Daraus folgt: 

In unserer Fig. 51 schneiden sich 
die Schnittlinien. Schneiden sich die- 
selben nicht, so wird der Beweis in 
^'^' ^^' folgender Weise geführt : 

In der Fig. 52 erkennt man sofort die Eichtigkeit der Winkel- 
henennung. M''enn man nun mit JV verbindet, so wird das 
Viereck MNPO in zwei Dreiecke 
geteilt, deren sechs Winkel zu- 
) sammen den vier Winkeln des 
Vierecks gleich sind. Darum ist : 
1800 — a + a-l- i800_2_|_o" 

= 360«, 
oder: 3600 — e -j- 6^ = SöO», 
oder; — s -f ^ = 0, 
"^' ™' d. h. <? = £. 

Kennseiehen des Fa/follelseins. Zwei Linien heifsen 
parallel, wenn zwei entsprechende Winkel oder zwei 
Wechselwinkel gleich sind oder die Summe zweier 
Ergänzungswinkel gleich 180" ist. 

3S. Aufgabe, Durch einen Punkt zu einer Geraden eine 
Parallele zu ziehen. 

Erste Xjöswng. Siehe Einleitung, Aufgabe 5, Fig. 13. 
Bmveis. Ds, 4 AGE = 90'^ und 4 MAG = 90« ist, so ist 
2i AGE-}- MAG = 180*'. Zwei Ergänzungswinkel haben also 
180", folglich ist nach vorstehendem Kennzeichen AM || GG 
(II parallel). 

Ztveite Lösung, Ich ziehe durch A (Fig. 53) eine beliebige 
Gerade, welche CT) im Punkte F schneiden möge. Den Winkel 
AFD lege ich an der über A hinaus verlängerten Geraden 
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als entsprechenden Winkel zu AFD an. 
Der freie Schenke! dieses Winkels ist 
1 CD. 
Beweis. Die Richtigkeit der Behaup- 
tung folgt daraus, dafs zwei entsprechende 
Winkel gleich sind. 
'- r \ D Besprecliung der ersten Lösung. Soll 

\ man in einem gegebenen Abstand zu einer 

'^' ' Geraden eine Parallele ziehen, so geschieht 

dies durcli eine kleine Umänderung der ersten Lösung. Man er- 
richtet auf der Geraden eine Senkrechte und trägt auf derselben 
den gegebenen Abstand ab. Das Weitere ist dann übereinstimmend 
mit der erwähnten Lösung. 

a) In welchem Punkte man die Senkrechte errichtet , ist 
ganz gleichgültig. Es läfst sich nänolich zeigen, dafs parallele 
Linien überall denselben Abstand haben. Fällt man von zwei 
Punkten E und F der Geraden J.ß (Fig. 54), 
welche parallel CI) ist, die Senkrechten 
EG und FH, und verbindet man E mit H, 
so ist A EGH^ H FE {2.'K.vit.). Darum 
ist EG = FH. 
^'°- "■ Wegen der letztern Eigenschaft par- 

alleler Linien schneiden sich parallele Linien nicht. Denn schnitten 
sie sich, so hätten sie nicht überall denselben Abstand. Hiernach 
kann man parallele Linien auch in folgender Weise kennzeichnen : 
Parallele Linien sind solche Linien, die in derselben 
Ebene liegen und sich niemals schneiden, soweit man 
sie auch verlängern mag. 

Ferner erkennt man die Richtigkeit des folgenden Satzes; 
4. Der geometrische Ort aller Punkte, die von 
einer gegebenen Geraden einen bestimmten Abstand 
haben, ist die im gegebenen Abstand zur Geraden 



b) Auch läCst die erste Lösung deutUch erkennen, dafs man 
durch einen Punkt nur eine Parallele zu einer Geraden ziehen 
kann, da man eben in A auf AG nur eine Senkrechte er- 
richten kann. 

Schliefölich sei bei dieser Besprechung noch ein Mittel an- 
gegeben, um durch einen Punkt A zu einer Geraden B C mit Hülfe 
eines Lineais und Winkelhakens eine Parallele zu ziehen. 

achwerlug u. Erlraphoff, Ebene Geometrie, 3 
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AB li EF und. CD \\ EF (Fi: 
BeJiauptnng. AB || CD. 
,, Beweis. 



Man lege den Winkelliaken so an 
£0(Fip;. 55), dals die eine Kathete 
den Punkt A neben sich hat. An 
diese Kathete lege man dai Lineal 
und verst.hiebe nun den Winkel- 
haken bis etwas ubei A hinaus. Ein 
Strich dei andern Kathete entlang 
giebt dann die Paiallele zu BC. 

17. Lehfat:: Zw ei Linien, 
welche derselben dritten 
parallel sind, sind auch unter 
sich parallel. 

Hei'stellunff der Fi^ur. Man ziehe 
g. 56). 




Schlufskette auf eine Kugel, 

lieh zu einem falschen Ergebi 

Wege, wenn man als Grundsatz annimmt 

man zu. einer gegebe 

Vgl. übrigens W. Kiilinf 

Bd. I. Paderborn 1893. 



Ich schneide die drei Geraden 
durch eine vierte MN. Die Schnittpunkte 
seien G, H, S. Nenne ich nun den Winkel 
MGB a, dann bin ich auch berechtigt, 
die Winkel MB F und MHD a zu nennen. 
Folglich ist, da 4- MÖ-B = 31 HD ist, 
AB II CD. 

Anniei'kunff. Diese ganze Theorie ist auf- 
gebaut auf Lehrsatz 3. Gegen den Beweis des- 
selben sind Einwendungen zulässig. Denn dieselbe 
ein EUipsoid n. s. iv, angewandt, führt naehweis- 
Diesen Schwierigkeiten geht man aus dem 
oh einen Punkt kann 
n Geraden nur eine Parallele ziehen. 
Einfllhniug in die Giundlageu der Geometrie. 
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Lehraufgabe der Untertertia. 



§ 17. Von den Vierecken im allgeineineii. 

Legt man zwei Dreiecke, welche eine gleiche Seite haben, 
aneinander, so entsteht im aUgemeineii ein Viereck. 

Die Verbindungslinie zweier nicht unmittelbar benachbarter 
Eckpunkte heifst Diagonale. Ein Viereck hat zwei Diagonalen. 
i8. Lejirsats. Die Summe der Winkel eines Vier- 
ecks ist gleich 360". 

Beweis. Zum Beweise zerlege ich das 
~SJ Viereck A B CD durch eine Diagonale, 
etwa durch A C, in zwei Dreiecke. Xach 
Fig, 57 ist nun 
x-^ ß + s = I80<*, 
p -^ d -\- u = 180 " und daram 
ar + ;5 + ^-f)/ + 5+M = 3600 
oder « + ^ + ^-|-^= 3600. 
p.^^ g^ Einen zweiten und dritten Beweis er- 

hält man, wenn man einen beliebigen 
Punkt im Viereck mit den vier Eckpunkten verbindet, oder wenn 
man wie bei Lehrsatz 3 um das Viereck herumgeht. 

Die Bezeichnung der einzelnen Stücke am Viereck erkennt 
man aus umstehender Fig. 58. 

Aufgaben. Vorbemerhung, Zur Zeichnung eines Dreiecks 
waren drei voneinander unabhängige Angaben erforderlich und 
ausreichend. Beim Viereck sind deren fünf erforderlich. 
Die folgenden Beispiele werden dies zeigen ^. 

' Die Beaeichmingen sind durch l'ig. 58 erklart. 2i ef z. B. ist der von 
e und f gebildete Winkel. 
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34:. a, 6, c, d, ß. ABC ist oaeh der ersten Grundaufgabe 
zu zeichnen. 1) ist der Schnittpunkt der Kreise, die um A mit d 
jl und um C mit c beschrieben werden. 

35. a, ß, 4. ae, d, c. ABC ist nach 
der zweiten Grundaufgabe zu zeichnen. 

36. u, h, e, d, c. Man zeichne ABC 
nach der dritten örundaufgabe. 

37. a, ß, e, d, c. ABC kann nach der 
vierten Grundaufgabe gezeichnet werden. 

SS. a, b, e, f, d. 39. a, h, ß, a, j. 
^ ^^ ^^ ^ -tO. a, h, c, e, f. 4:1. a, h, «, ;-, Ö. 4. ABC 

^'^' "^" ist gleich 360°— a — ^ — -^^ 

Diese Aufgaben sind in Worte zu fassen, 

4i2. Man berechne die Winkelsumme eines Fünfecks, Seclis- 
ecke u. s. w. 




§ 18. Besondere Vierecke. 

Ein Parallelogramm ist ein Viereck, dessen ge- 
genüberliegende Seiten parallel sind. 

19. LeJirsttts. In einem Parallelogramm sind die 
gegenüberliegenden Seiten und Winkel gleich. 

Jl&'steUung dei- Mgur. Ich zeichne einParallelogramm, indem 
ich auf den Schenkeln eines Winkels mit dem Scheitel A (Fig. 59) 
2) je einen beliebigen Punkt , etwa 
B und D, herausgreife und durch 
dieselben zu den Schenkeln Par- 
allele ziehe (siehe Aufgabe 33). 
Das entstandene Viereck ist nach 
der obigen Erklärung ein Par- 
allelogramm, da die gegenüber- 
liegenden Seiten parallel sind. Es 
ist also : 
roraussetsung. AB \\ DC, AD\\BC. 
Behauptung. 1. AD = BC, AB = DC. 

2. 4BAD=^DCB, 4 ABC = CDA. 

Beweis. Ziehe ich eine Diagonale, etwa A C, dann ist Dreieck 

ABC^ CDA; denn es ist AC = AC, 4 BAC = DCA als 

Wechselwinkel bei den von AC geschnittenen Parallelen AB und 

DG. Aus gleichem Grunde ist auch 4 BGA = DAG. Aus der 
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Kongruenz folgt, dafs AD ^^ BC und AB ^ DC ist. Ferner 
ist auch 2^ ABC = CDA, und da noch die heidcn Winkel an A 
den entsprechenden Winkeln bei C gleich sind, so folgt, dafe 
auch 4! BAD = DCB ist. Der Beweis zu 2. ergiebt sich auch 
wie folgt: 

Bezeichne ich den Winkel A mit a, so ist sowohl Winkel B 
als auch Winkel D gleich 180" — a, da jeder von ihnen Ergän- 
zungswinkel zu a ist. Winkel C ist femer als Ergänzungswinkel 
zu Winke! B oder D gleich a. Wir sehen also, dafs ^ A = C 
und 4-B = D ist. 

43. Aufgabe. Der Lernende stelle aus steifem Papier ein 
Parallelogramm her und zerschneide dasselbe längs einer Diago- 
nale. In welcher Weise können dann die Dreiecke im allgemeinen 
nur zur Deckung gebracht werden? 

20. Lehrsatz. In einem Parallelogramm halbieren 
sich die Diagonalen. 

Vorcmssetsunff. AB\\DC\ AD]\BC^. 
Behemptung. AO ^= 00, BD = OD. 

Beweis. Es ist A AOD 
" '^COB (Fig. 60); denn es 
lätAD^BC als gegenüber- 
liegende Seiten in einem 
Parallelogramm , 2i OAD 
= OCBund^ODA=OBC 
als Weehselwinkel bei den 
j,. ßy von A C bezw, BD geschnit- 

tenen Parallelen A D und B C. 
Aus der Kongruenz folgt, dafs AO ^ OC und BO = OD ist. 
91. Leiwsatz, Sind in einem Viereck die gegenüber- 
liegenden Seiten gleich, so ist dasselbe ein Par- 
I allelogramm. 

Voraussetzung. AB = DC, 
AD-^BC. 

Behauptung. AD \\ BO, 
AB il DC. 

Beweis. Zum Beweise ziehe 
ich eine Diagonale, etwa AG 
(Fig. 61). Dann ist Dreieck 

!S nicht, zu diesem und den 
illiing der Yignv anzugeben. 
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ABC =^ CBA (3. Krit.). Daraus folgt, daTs 4 DÄC = BOA 

und ^.BÄC^DCA ist; d. h. es ist AD\\BC aaä AB \\ DO. 

23. Lehrsatz. Sind in einem Viereck die gegenüber- 



liegenden Winkel gleich, 



so ist dasselbe ein Par- 
allelogramm. 

Voraussetztiriff. In der neben- 
stehenden Fig. 62 ist 2i .4 = C, 
4.B = D. 

Seliatiptwnff, AD [\ BC, 
AB l\ DC. 

Beweis, Es ist 
2iA^B^C-\-D = 3600, 
und da 4 ■'i = C und 4.D = B, 
so folgt 4 2J + 2iJ= 360" 

oder 2i A ^ B = ISO". 

Darum ist nach dem Kennzeichen § 16 AD\\ BC. Da 2i A -\- B 
= 180*' ist, so ist auch ^ A -\- D = 180'' und somit aus dem- 
selben Grunde wie vorhin AB\\DC. 

44. Aufgabe. Man zeichne zwei Winke! mit parallelen Schen- 
keln und zeige, dafs dieselben entweder gleich sind oder sich zn 
180" ergänzen, 

Anleitung. Man verlängere die Schenkel des einen Winkels 
über den Scheitel hinaus und wende dann Lehrsatz 19 an. 

45. Aufgabe. Wie ist für den vorhergehenden Lehrsatz die 
Figur herzustellen? 

HS. LelirseUs. Halbieren sich in einem Viereck die 
Diagonalen, so ist dasselbe ein Parallelogramm. 
Voraussetzung. AO ^ OC, BO ■^^^ OD. 

SeJiauptung. AD \\ BO, 
AB\\DC. 

Beweis. Es ist Dreieck 
AOD ^ COB (1. Krit.) 
und darum 4. OAD = OCB 
(Fig. 63). Somit ist^D II Sa, 
da zwei Wechselwinkel gleich 
sind. 

FerneristA ^OiS^COD 
(1. Krit.) und darum j^ OAB = OCD, d. h. es ist auch 
AB II CD. 
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24. Lehvsntx. Sind in einem Viereck zwei Seiten 
gleich und parallel, ao ist dasselbe ein Pürallelo- 
gramm. 

Voraussetxumj. AD :J4^ BC^. 
Beliatiptwng. AB\\DC. 

Beweis, Es ist, wenn A mit C verbunden wird, Dreieck 
ABC^ CDA; denn es ist ^D =- BC, AG = AC uviA 4- DAC 
= BCA. Diese Winkel sind nämlich Wechselwinkel bei den 
von AG geschnittenen Parallelen AD und BC. Weil nun infolge 
der Kongruenz 4- ÄCD ^ GAB ist, so folgt, dafs AB \\ DG ist, 
weil zwei Wechselwinkel gleich sind. 

A Ülmngalehraats. Es ist zu zeigen, dafs in einem 
Parallelogramm alle Winkel rechte sind, wenn einer 
ein rechter ist. 

Anleitung. Der Beweis kann erbracht werden mit Hülfe des 
Lehrsatzes 19 oder der Aufgabe 44 

Ein Rechteck ist ein Parallelogi amra m welchem die Winkel 
sämthch rechte Winkel sind. Man zeichne em Ecchtock. 

Ein Ehombus ist ein Parallelogi amm, dessen Seiten gleich 
sind. Man zeichne einen Rhombus. 

Ein Quadrat ist ein Rechteck mit gleichen Seiten. Man 
zeichne ein Quadrat. 

2. ÜbtinffsWirsatz. In jedem Rechteck sind die Dia- 
gonalen einander gleich. 

Anleitunff. Zieht man im Rechteck ^Zi 6' Z* die Diagonalen, 
so werden die Dreiecke ABG und DGB kongruent. 

i6. Aufgabe. Welche Figur entsteht , wenn man ein recht- 
winkliges Dreieck so umlegt, dafe die Endpunkte einer Kathete 
^ „ die Plätze wechseln? 

3. Übungslehvsatz. I n 
einem Rhombus stehen 
die Diagonalen aufein- 
ander senkrecht. 

A.i\leitiing. Zieht man die 
Diagonalen, so entstehen vier 
kongruente Dreiecke. Siehe 
^'^' j^ j,jg_ ^^^^ 

' Das Zeichen :^ bedeiittst gleich und paralle]. 
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Da oin Quadrat zugleich ein Parallelogramm, Rocliteck und 
Rhombus ist , so gelten alle über diese Vierecke aufgestellten 
Lehrsätze auch für das Quadrat. 

^7. Aufnähe. Zieht man in einem Rhombus oder Quadrat 
eine Diagonale, so kann man die beiden entstandenen Dreiecke 
durch Umklappen um die Diagonale zur Deckung bringen. Welche 
Eigenschaft der Diagonalen in Beziehung auf die Winkel des 
Rhombus oder des Quadrats folgt hieraus? (Vgl. Aufgabe 43.) 

jE^kWrtinff. Der A-bstand zwischen den parallelen Seiten 
eines Parallelogramms wird Höhe genannt. 

^ j) Ein Parallelogramm hat zwei 

vei-schiedene Höhen, h„ und h,,, 
wie Fig. 65 zeigt. Ein Rechteck 
hat ebenfalls zwei verschiedene 
j'^s Höhen. Man ziehe dieselben und 
bestimme ihre Urölse. 

i. Ütnim,gslelvrsats, In einem 
Rhombus sind die Höhen 
'---", / einander gleich, 

'"--''' Man fälle von D und B (Fig. 

^' 05} auf die gegenüberliegenden 

Seiten die Senkrechten und beweise die Gleichheit der Höhen 
durch Deckung der beiden entstandenen Dreiecke, 

Axifgaben. Ein Parallelogramm zu zeichnen aus : 4:8. a, h, ß. 
49. h, ß, 2ib e. 50. a, h, e. 51. h, ß, e. 

Man zeichne hierbei ABC nach einer der vier Grundaufgaben 
und ergänze dann dasselbe zu einem Parallelogramm. 

52. e, f, 4. ef. Lehrsatz 20. 

53. ttj h„, e. Man ziehe zuerst zwei Parallele im Abstände 
h„, trage auf der einen die Strecke AB = « ab und beschreibe 
um A mit e einen Kreis. 

54:. a, h^, f. Der vorigen Aufgabe ähnlieh. 

55. a, h, f. 

5ß. a, h,„ hl.. Man zeichne ABE, worin Aß == a, A'E ^ h 
und 4, AEB = 90" ist. Dann ziehe man vm AB im Abstände /i„ 
eine Parallele. 

Aufgaben. Ein Rechteck zu zeichnen aus: 57. «, b. 58. a, e. 
59. a-{-b, e. 60. a — b, e. 

Man stelle bei den beiden letzten Aufgaben a -\- b bezüglicli. 
a ~ h her. Vgl. § 15. 
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Aufyaben, Einen Rhombus zu zoicliiieii aus : OL a, e. 62. c^ f. 
03. a, h. 

Avfgaben. Ein Quadrat zu zeichnen aus : 64. a. 65. e. Man 
bestimme zuerst die GrBfse der Winkel an e. 

25. Lelvfsats. Zieht man durch den Mittelpunkt einer 
Dreieckaseite zur Grundlinie eine Parallele, so hal- 
biert dieselbe die andere Seite und ist gleich der 
halben Grundlinie. 

^ Herstellung der Figur. Ich halbiere 

die Seite AB (Fig. 66) und ziehe durch den 
Mittelpunkt D zu BC die ParaUele DE. 
Vormtssetxnng. AD = DB, DE \\ BC. 
Behmvptung. ÄE = CE, DE==^BG. 
JBmveis. Ich ziehe durch E zü AB eine 
Parallele, welche BC in F sehneiden möge. 
Dann ist A ADE^ EEC. Es ist nämlich 
^'^"^*'" BD=^ EF^-^c, und da auch AD = -^c 

ist, AD = EF. Nennt man 4 DAS a und 4 BGA y, so ist 
4; FEG = a und 4 DEA = ;-. Diese Gleichheit folgt aus der 
Gleichheit der Winkel bei parallelen Linien oder auch aus Auf- 
gabe 44. Es ist somit AE ^ GE. 

Da femer BDEF ein Parallelogramm ist, so folgt, dafs 
DE = BF ist. Da aber auch DE = FG, so ist BF = FG. 
F ist also der Mittelpunkt von BC, und da DE = FC ist, so 
ist DE= \bG. 

00. Aufgabe. Verbindet man in der vorigen Figur F mit D, 
so erhalten wir im ganzen vier kongruente Dreiecke. Wie mu[s 
man hiernach vier kongruente Dreiecke aneinanderlegen, um ein 
einziges zu erhalten? 

67. At^gabe, An der Figur zn Lehrsatz 25 bezeichne man 
sämtliche Strecken und Winkel durch a, b, c, «, ß, y. 

Die Figur BDEG heilst Paralleltrapez. 

Ein Paralleltrapez ist ein Viereck, in welchem zwei Seiten 
[ sind. 



Ist das vorhin genannte Paralleltrapez ein be- 
sonderes und inwiefern? 
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36. Lelirsatz. Verbindet man die Mittelpunkte zweier 
Dreieckssoiten, so ist die Verbindungslinie zur dritten 
parallel. 

Beweis. In der nebenstehenden Kg, 67 sei AD ^ BD und 
ÄE = CE; dann ist DE \\ BC. Denn wäre DE nicht parallel 
zu BO, so könnte man durch D 
zu BO eine Parallele DF ziehen. 
Dann müfste aber A F nach dem 
vorigen Lehrsatze gleich der Hälfte 
von AC sein, was nicht möglich 
ist, ia, AE gleich der Hälfte von 
AC ist. 

Anmerkung. Man vergleiclie die 

BemerkiiDg § 10 über den indirekten 

Reweis. 

09. Aufgabe. Gegeben ein Winkel ABC und zwischen den 

Schenkeln ein Punkt P. Man ziehe durch den Punkt eine Gerade, 

so da£s das zwischen den Schenkeln liegende Stück durch den 

Punkt gehälftet wird. 

Anleitung. Man suche zu bewirken, dafs Punkt P der Schnitt- 
punkt der Diagonalen eines Parallelogramms wird, von welchem 
eine Ecke vorliegt. 

70. Aufgabe. "Welche Figm- entsteht, wenn man die Seiten 
eines beliebigen Vierecks halbiert und die erhaltenen Punkte der 
Reihe nach verbindet? 

Zu beantworten durch Lehrsatz 26. 

71. Aufaabe. Welche Figur entsteht, wenn man durch die 
Ecken eines Dreiecks zu den Gegenseiten Parallele zieht? Wie 
grofs sind die Seiten der Figur, ausgedrückt durch die Seiten des 
ursprünglichen Dreiecks? 

72. Aufgabe. Man beantworte dieselbe Frage bezüghch eines 
Rechtecks, durch dessen Ecken Parallele zu den Diagonalen ge- 
zogen werden. 

Erklüi-ung. Sllttellillie eines Dreiecks ist die Verbin- 
dungslinie eines Eckpunktes mit dem Mittelpunkt 
der gegenüberliegenden Seite, 

75. Aufgabe. Welche Figur entsteht, wenn man jede Mittel- 
linie eines Dreiecks um sich selbst verlängert und die so erhaltenen 
Endpunkte mit den Ecken verbindet? 
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74:. Aufgabe. Welche Figur entstellt, wenn man in einem 
Dreieck durch den Fufepunkt eines Winkelhalbierers Parallele zu 
den Di-eiecksseiten zieht? 

7S. Auff/aJte. Ein Dreieck zu zeichnen aus h, c, t„ (t„ ist 
die Mittellinie zu a; entsprechende Linien bezeichnen ti, und ij. 

Anlettunff, Man verlängere („ um sich selbst. Ein Teil- 
dreieek des entstandenen Parallelogramms läfst sich aus b, c, 2 t„ 
zeichnen. 

Man merke als wichtig für die Lösung vieler Aufgaben: let 
eine Mittellinie gegeben, eo verlängere man dieselbe 
um sich selbst über die Seitenmitte hinaus, 

Erklätning. Eine Figur hat einen Mittelpunkt, wenn es 
in derselben einen Punkt giebt von der Art, dafs jede durch ihn 
hindurch gezogene Gerade durch die Begrenzung der Figur hal- 
biert wird. 

Hiernach hat der Kreis auch in dieser weitern Bedeutung 
genommen einen Mittelpunkt. 

5. tibunysleJtrsatz. Ein Parallelogramm hat einen 
Mittelpunkt, und zwar ist er der Schnittpunkt der 
Diagonalen, 

Anlegung. Man ziehe durch den Schnittpunkt der Diagonalen 
eine beliebige Linie. Dann ist mit Hülfe des zweiten Kriteriums 
zu zeigen, dafs kongruente Dreiecke vorhegen. 

6. Übungslehrsats. Man zeige, dafs ein Dreieck keinen 
Mittelpunkt besitzt. 

Anleitung. Man nehme an, dafs P Mittelpunkt des Dreiecks 
sei, und ziehe durch ihn zwei geeignete Geraden. Dieselben be- 
stimmen zwei Dreiecke, die nach 
dem ersten Kriterium kongruent 
wären. Daraus würde folgen, 
dafs zwei Dreiecksseiten par- 
allel sein müfsten. 

76. Aufgabe. Man lege zwei 
kongruente Parallelogramme 
mit einer gleichen Seite an- 
einander, wie es in Fig. 68 ge- 
*'*■ ""' schehen ist. Sodann ziehe man 

durch C eine behebige Gerade und zeige mit Hülfe des zweiten 
Kriteriums, dafe zwei kongruente Dreiecke abgeschnitten werden. 
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77. Aufgabe. Wie kann nmn in Fig. 68 aus AEFD ein 
Paralleltrapez herstellen ? 

TS. Aufgabe. Man lege das Dreieck ABC um, so dafs zwar 
A nach derselben Seite von B C zu liegen kommt, aber B und C 
ihre Plätze wechseln. Es ist zu zeigen, dafs die entstandene Figur 
ein Paralleltrapez ist. Die Diagonalen und nicht parallelen Seiten 
desselben sind gleich. 

AnleUting, Der Beweis wird geführt, wenn man die Winkel 
der Figni" durch die Dreieckswinkel ausdrückt. 

Diese fruchtbare Methode nennt man die Methode 
der Winkelberechnung. 

79. Aufgabe. Ein Paralleltrapez zu zeichnen, wenn die nicht 
parallelen und der Unterschied der parallelen Seiten nebst einer 
Diagonale gegeben sind, 

Anlettunff. Man stelle den Unterschied her, indem man eine 
Parallele durch einen Endpunkt der parallelen Seite zur Gegen- 
seite zieht. 

SO, Aufgabe. Von einem Dreieck soll durch eine zur 
Grundlinie gezogene Parallele ein Trapez abgeschnitten werden, 
so dafs die Parallele gleich der Summe der nicht pai'allelen 
Seiten wird. 

Anleitung. Man halbiere die Winkel an der Grundlinie. 

81. Atifgabe. Eine Strecke in drei , vier u. s. w. gleiche 
Teile zu teilen. 

Lömmff. Durch den Bndpunkt A der Strecke AB (Fig. 69) 



ziehe man 




Linie AX und trage auf derselben von A 
aus drei beliebig groCse, aber gleiche Strecken 
nacheinander ab. Den letzten Teilpunkt M 
verbinde man mit B und ziehe durch die 
übrigen Teilpunkte zu Bitf Parallele. Die- 
selben teilen ^ß in drei gleiche Teile, Um 
AB in vier u. s. w. gleiche Teile zu teilen, 
verfährt man ganz ähnlich. 

Sewels, Zieht man die Parallelen OH, 

NS, so ist aus gleichen Gründen wie bei 

Lehrsatz 25 A AQO^ OBN^NSM, und 

hieraus folgt wie früher AQ = QP = PB. 

Wie läfst sieh ein Dreieck in neun kongruente 



y Google 




Anieitnnff. Man teile eine der Drei- 
edssseiten, z.Ji. AB {Fig. 70), in drei gleiche 
Teile und ziehe durch die Teilpunkte zu 
BC Parallele. Das Weitere ist aus der 
Figur ersichtlich, 

83. Aufgabe. Wie lautet die Verallge- 
meinerung der vorigen Aufgabe? 

**. Aufgabe. Welche Winkel sind wir 
im stände jetzt zu zeichnen? 
j,j ju Antwort. Winkel von 90" und 60" so- 

wie diejenigen Winkel, welche durch Ver- 
vielfachen und Teilung durch 2 aus jenen abgeleitet werden 
können. Es sind also Winkel von 90°,, ISO«, 360«, 45", 22030', 
11015', 5"37',5 u. s. w. herstellbar. 

83. Aufgabe. Einen rechten Winkel in drei gleiche Teile 
zu teilen, 

AnleUunff. Der dritte Teil von 90" ist 30° und somit nach 
der vorigen Aufgabe zu zeichnen. Man stelle ein gleichseitiges 
Dreieck her, von dem ein Eckpunkt mit dem Scheitel und eine 
Seite mit dem einen Schenkel des rechten Winkels zusammenfallt. 
Dann halbiere man den Winkel des Dreiecks. 

S6. AufgcOte. Welche Winkel kann man überhaupt mit Zirkel 
und Lineal in drei gleiche Teile teilen? 

Antwort. Nur solche Winkel kann man in drei gleiche Teile 
teilen, welche das Dreifache von einem Winkel sind, den wir 
zeichnen können. Solche Winkel sind also z. B. diejenigen von 
45", 67"30', 1350, 33045'. 

Betnerleutig. Später werden wir noch einige Gruppen Winkel angeben, 
die gezeichnet werden können. Winkel, welche öas Dreifache von jenen sinä, 
können natürlich auch in drei gleiche Teile geteilt werden. 

Die allgemeine Anfgabe, jeden Winkel mit Hülfe von Zirkel und Lineal, 
d. h. durch Kreis und gerade Linie in drei gleiche Teile zu teilen, hat man 
von alters her zu lösen nnt^mommen. Die Unmöglichkeit dieser Lösung hat 
man erst in neuerer Zeit erkannt. 

87. Aufgabe. Ein regelmäfsiges Sechseck zu zeichnen. 
Lösung, ßegelmäfsig heilst ein Vieleck, wenn in demselben 
alle Winkel und alle Seiten unter sich gleich sind. Um nun ein 
regelmäfsiges Sechseck zu zeichnen, ziehe ich von demselben Punkt 
sechs Gerade, so dafe der Winkel zwischen je zwei aufeinander 
folgenden 60 " ist. Dies ist möghch, da wir einen Winkel von 60 " 
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— 46 ^ 

zeichnen können, und da die sechs Winkel den Winkelraum um 
den Pnnkt ausfüllen. Dann boschreibe ich um den Punkt mit 
einem beliebigen Hadius einen 
Kreis und verbinde die Schnitt- 
punkte desselben mit den Ge- 
raden der Reihe nach miteinan- 
der. Die erhaltene Figur ist ein 
regelmäfeiges Sechaeek. 

Beweis. Die sechs Dreiecke 

(Fig. 7 1 ) sind kongruent nach d em 

eisten Kriterium. Daraus folgt, 

da£s die Seiten AB, BC u. s. w. 

gleich sind. Ferner sind die sechs 

Dreiecke gleichseitig, und darum 

iät2iABC=BCD=l20'>a.s.vf. 

Erklärwnff. Wenn es in eine]- 

^'"' ''■ Figur- einen Punkt giebt, der von 

den Ecken gleich weit entfernt ist, so läfst sich um die Figur 

ein Kreis beschreiben. Die Figur heifst dann Kreisfigur. Das 

regelmäfsige Sdchseck ist also eine Kreisfigur. 

SS. Awfgahe. Ein regelmäfsiges Viereck zu zeichnen. 

Anleitung, Man ziehe zwei 
senkrechte Gerade. Das Übrige 
ist ähnlich wie bei Aufgabe 87. 

89. Aufgabe, Ein regel- 
mäfsiges Zwölfeck , Achteck, 
Sechzehneck, Vierundzwanzig- 
eck u. s. w. zu zeichnen. 

ArUeimng. Man halbiere 
(Fig. 72) die Winkel um Oheinun. 

90. Aufgabe. Hat das re- 
gehnäfsige Sechseck einen Mit- 
telpunkt ? 

Unter den allgemeinen Vier- 
ecken ist eines der wichtigsten 
dasjenige, welches zwei gegenüberliegende rechte Winkel hat. Man 
stelle ein solches her und beweise den 

27. Lehrsatz. Wenn zwei rechtwinklige Dreiecke 
ABC M-aA ABD in der Hypotenuse AB übereinstimmen, 
aber AI) > AC ist, so ist DB < CB. 
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Anleititnff. Man lege die Dreiecke mit der Hypotenuse AB 
aneinander, verbinde D mit C und nenne 4- ADC a und 2i ACD ß. 
Dann ist, da AD > AC ist, ß > a. Ferner ist 4- CDB 
= 900 _ a und DGB = 90" — ß. Da aber a < ß, so ist 
4 ODJS > DGB, woraus BO DB folgt. 

91. Aufgabe (Übungssatz). Errichtet man in einem recht- 
winkligen Dreieck zu der einen Kathete eine Mittelsenkrechte, 
so triift dieselbe die Hj^otenuse in einem Punkte, der von den 
Eckpunkten gleiche Entfernung hat. 

Atdefttmg. Der Beweis ergiebt sich mit Hülfe des Lehr- 
satzes 25 und der Aufgabe 23. 

92. Aufgabe. Man zeige mit Hülfe der vorigen Aufgabe, 
dafs die Figur zu Lehrsatz 27 ein Kreisviereck ist. 

93. Aufgabe. Welche Figur erhält man , wenn man zwei 
kongruente Dreiecke mit gleichen Seiten aneinanderlegt ? Welche 
Figuren können in derselben AVeise aus drei, vier, fünf u, s. w. 
kongruenten Dreiecken gebildet werden? Der Lernende stelle 
zehn derselben durch Probieren her und zeichne nur die Umrisse 
der Ganzfigiir. 

§ 19. Die Lehre vom Kreise. 

I, Teil. 

M'klärttnffen '. Ein Centriwinkel ist ein Winkel, dessen 
Schenkel Radien eines Kreises sind. 

Ein Peripheriewinkel ist ein Winkel, dessen Schenkel 
Sehnen sind, die von einem Punkte der Peripherie ausgehen. 

Ein Segment, Kreisabschnitt, ist ein von einer Sehne 
und dem zugehörigen Kreisbogen begrenzter Teil des Kreises. 

Ein Kreissektor, Kreisausschnitt, ist ein von zwei 
Radien und dem zugehörigen Bogen begrenzter Teil des I&eises. 

Zu einem Bogen gehört nur ein Centriwinkel. 

Ein Centriwinkel hat ebensoviel Winkelgrade, wie der zu- 
gehörige Bogen Bogengrade hat. Dies folgt aus dem Inhalt des 
§ 6. Zu gleichen Centriwinkeln gehören demnach gleiche Bogen, 
und umgekehrt zu gleichen Bogen gleiche Centriwinkel. 

' Diese und die § 3 gegelienen Erklärungen sind oft zu wiederliolen, 
aber nicht auswendig zu lenieu, da der ijftei-e Gebfaiieli sio ohnehin fost 
einprägt. 
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28. Lelusaiz. Zu gleichen Sehnen gehören gleiche 
Centriwinkel und somit auch gleiche Bogen, und um- 

_ gekehrt : 

Zu gleichen Cent ri win- 
keln oder Bogen gehören 
gleiche Sehnen. 

Beweis. Man zeichne zwei 
\d gleiche Sehnen AB und CD (Fig. 
73), verbinde den Kreismittel- 
punkt mit ihren Endpunkten 
und drehe OAB um 0. Dann 
fällt B mit OD zusammen, wenn 
OA die Strecke OC deckt. 

Auch den zweiten TeU des 
Satzes beweist man ebenso durch 
Drehung. 

29. LeJirsatz. Verbindet man den Mittelpunkt eines 
Kreises mit dem Mittelpunkte einer Sehne, so steht 
die Verbindungslinie auf der Sehne senkrecht. 

Anleitunff. Stellt man eine 
Figui' her nach den Angaben des 
Lehrsatzes und beachtet, dafs dem- 
gemäTs AO = OB, AC = CB 
ist, so ergeben sieh kongruente 
Dreiecke {Fig. 74). Aus der 
Kongruenz folgt, dafs die Ver- 
bindungslinie zur Sehne senk- 
recht ist. 

30. Lehrsatz. Fällt man 
vom Mittelpunkt eines 
Kreises eine Senkrechte 
auf eine Sehne, so tri f f t 
sie den Mittelpunkt derselben. 

Anleitunff. Verbindet man die Endpunkte der Sehne mit 
dem Kreismittelpunkte , so ergeben sich kongruente Dreiecke 
{4. Krit.). 

31, Lehrsats. Die auf einer Sehne errichtete Mittel- 
senkrechte geht durch den Mittelpunkt des Kreises, 
Beweis, Angenommen die Mittelsenkrechte gehe nicht durch 
den Kreismittelpunkt hindurch. Verbinde ich den Mittelpunkt 
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G der Sehne mit 0, so ist nach Lehrsatz 29 CO senkrecht 2 



Sehne AB. Somit ständen i 




i Linien z\i AB in senkrecht, 
was unmöglich ist. Das Gegen- 
teil der Behauptung kann also 
nicht stattfinden ; folglich ist der 
Lehrsatz richtig. 

jlninerkttnff. Die heigesetzte Fi- 
gur 75 liefert duroh Anaohauung fol- 
gendes Ergebnis : Die Punitte der Ebene 
i zerfallen dnrch eine Kreislinie ir 
I Klassen. Hennt man die Entfernung 
i Punktea vom Kreiamiltelpunktf 
und den Badiiis r, so ist für die ers 
:iasse «<r. Der Punkt liegt inne 
aU des Kreises. FtSr die zweite 
üasse ist a >• r. Der Punkt liegt 
aufaerlialb des Kreises. Die dritte 
i.'ip, 75. Klasse a = r trennt die beiden vorigen. 

Der Punlct liegt aiif dem Kreise. 
33. Lelirgats. Steht eine Linie auf einem Badius in 
dessen Endpunkte senkrecht, so hat sie mit dem Kreise 
nur einen Punkt gemeinsam, alle ihre übrigen Punkte 
liegen anfserhalb des 
Kreises. 

HersteUttnff der FiifUi: Ich 
ziehe einen Radius OA (Fig. 76) 
und errichte auf OA die Senk- 
rechte AX. Es ist also 

Viyraussetsuntj : OA _L AX. 
Behauptnnt/. Alle Punkte der 
Linie ^X, mit Ausnahme von A, 
liegen aufserhalb des Kreises. 

Beweis, Verbindet man einen 

beliebigen Punkt der Linie ÄX, 

^'^' "'■ etwa B, mit 0, so ist OB > OA 

(Lehrsatz 11). OB ist also gröfser als der Radius, somit liegt iJ 

aufserhalh des Kreises. 

Mi-Mürung. Eine Gerade, welche mit dem Kreise nur einen 
Punkt gemeinsam hat, heifst Tangente. 

Lehi-satz 32 ist umkehrbar. Man vergieiche danu die Gruppe 
der Sätze 39, 30 und 31. 
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94:. Aufgabe. An einen Kreis im Punkte P eine Tangente 
zu ziehen, 

Lösung. Ich verbinde P mit dem Mittelpunkte des Kreises 
und ziehe PX J_ OP, so ist PX Tangente. Der Beweis folgt un- 
mittelbar aus Lehrsatz 32. 

9S. Atifgabe. Ein Kreisbogen ist gegeben, man finde den 
Ereismittelpunkt. 

Lösung. Man ziehe zwei beliebige Sehnen innerhalb des ge- 
gebenen Kreisstückes und errichte zu jeder Sehne die zugehörige 
Mittelsenki-echte. Der Sclmitt- 
punkt dieser Senkrechten ist nach 
Lehrsatz 31 dei' gesuchte Kreis- 




mittelpunkt. 

Besprechung dieser Lösung. 

Man kann die willkürlichen Seh- 
nen stets so einrichten , dafs sie 
nicht parallel werden. Zur "Übung 
kann man den Satz beweisen, dafs 
die Verbindungslinie der Mittel- 
punkte paralleler Sehnen zu den 
Sehnen senkrecht steht. 
"^' ' ■ Ferner erinnern wh an die 

Erklärung, welche wir § 14 vom geometrischen Ort gegeben 
haben. 

Ein geometrischer Ort hat folgende Erklärung: 
Jeder Punkt des Ortes hat eine gewisse geome- 
trische Eigentümlichkeit. 

Kein sonstiger Punkt hat dieselbe Eigentüm- 
lichkeit. 

Ist daher eine Aufgabe durch geometrische Örter in diesem 
Sinne gelöst, so bedarf die Richtigkeit der Lösung keines beson- 
dern Beweises. Auch die Einschränkung (Angabe der Mög- 
lichkeitsbedingungen) vereinfacht sich dann ungemein. Haben zwei 
geometrische Örter nm- einen gemeinsamen Punkt, so ist die er- 
haltene Lösung die einzig möghche. 

Wenden wir diese Bemerkungen auf' die vorige Aufgabe an, 
so ergiebt sich folgender Wortlaut der 

Lösung. Da der Kreismittelpunkt von den Punkten der Peii- 
pherie gleiche Entfernung liat, so wird er bestimmt durch fol- 
gende Örter: 
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Erster geometrischer Ort ist die auf der helie- 
bigcn Sehne AB errichtete Mittelsenkrechte. 

Zweiter geometrischer Ort ist die auf der belie- 
bigen Sehne CD errichtete Mittelsenkrechte. 

7. tjtntngalehrsats. Die Abstände des Kreismittel- 
punktes von zwei gleichen Sehnen sind einander 
gleich, 

Anleitttng, Nach Lehrsatz 30 liegen kongruente Dreiecke vor. 

Einen zweiten Beweis erhält man, wenn man, wie bei Lehr- 
satz 28, die eme Sehne so dreht, dafs ihre Endpunkte mit den 
Endpunkten der andern zusammenfallen. 

8. Ülninffslehrsate. Von zwei Sehnen ist diejenige 
die kleinere, von welcher der Kreismittclpunkt den 
gröfsern Abstand hat. 

AtUeUunff. Verbindet man den Kreismittelpunkt mit je einem 
Endpunkte und dem Mittelpunkte der Sehne, so erhält man zwei 
rechtwinklige Dreiecke, welche in der Hypotenuse übereinstimmen. 
Dann wende man Lehrsatz 27 an. 

96. Aufgabe, Man beweise die Umkohrungen der beiden 
vorhergehenden Ubungslehrsätze. 

9T. Aufgabe, An einen Kreis eine Tangente zu ziehen, welche 
zu einer gegebenen Geraden parallel ist. 

Anleitung. Man fälle vom Mittelpunkte des I&eises auf die 
gegebene Gerade eine Senkrechte. 

98. Aufgabe. Eine Tangente an einen Kreis zu ziehen, welche 
mit einer gegebenen Geraden einen vorgeschriebenen Winkel bildet. 

99. Aufgabe, Einen Kreis zu beschreiben , welcher durch 
eineu gegebenen Punkt A geht und eine gegebene Gerade im 
Punkte B berührt. 

Anleitung. Zieht man AB, so mufs AB Sehne werden. So 
ergiebt sich für den Mittelpunkt des gesuchten Kreises ein erster 
geometrischer Ort. Ein zweiter folgt aus Lehrsatz 32. 

100. Aufgabe. Einen Kreis zu beschreiben, der durch drei 
gegebene Punkte geht. 

Anleitung. Man ziehe J. ß und ^ C. Dieselben müssen Sehnen 
werden. Lehrsatz 31 oder geometrischer Ort 2, S. 27. 

33. Lejirsatts. Die drei Mittelsenkrechten eines 
Dreiecks schneiden sich in einem Punkte, und dieser 
Punkt hat von den Ecken gleiche Entfernung. 
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AnieUuiiff. Man zeichne zuerst zwei Mittelsenkrechte und 
beweise durch kongruente Dreiecke, dafs ihr Schnittpunkt von 
den Ecken gleiche Entfernung hat. Sodann verbinde man den 
Schnittpunkt mit dem Mittelpunkte der dritten Seite und zeige 
durch kongruente Dreiecke, dafa diese Verbindungslinie auf der 
dritten Seite senkrecht steht. 

Dieser Satz läfst sich auch so ausdrücken: 

Um jedes Dreieck läfst sich ein Kreis beschreiben. 
Sein Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der Mittel- 
senkrechten (erster merkwürdiger Punkt im Dreieck). 

101. Atifijabe. Eine gerade Linie schneidet einen KreisbogeD 
einmal. Man finde den zweiten Schnittpunkt, ohne den Kreis 
auszuziehen. 

Anleitung. Der Schnittpunkt der geraden Linie mit dem 
Kreise sei A. Vom Kreismittelpunkte fälle man auf die Gerade 
die Senkrechte OC. Dann verlängere man AO um sich selbst 
bis zum Punkte B. B ist dann der zweite Schnittpunkt. Eine 
Gf e r a d e seimeid et somit einen Kreis niemals nur in 
einem Punkte, sondern stets in zwei Punkten. 

102. Attfaabe. Einen Kreis zu beschreiben, welcher zwei ge- 
gebene Gerade berührt , und zwar die eine in einem gegebenen 
Punkte. 

Anleitung. Man halbiere den Winkel der Gera den und 
wende Lehrsatz 32 an. Der Beweis folgt aus kongruenten 
Dreiecken. 

103. Atifgabe. Einen Kreis mit gegebenem Kadiua r zu be- 
sehreiben, der zwei gegebene GerEide berührt. 

Anleitung. Man ziehe zu den Geraden im Abstände r Par- 
allele, oder man ziehe nur eine Parallele und halbiere den von 
den Geraden gebildeten Winkel, (Aufgabe 26 oder geometrischer 
Ort 3, S. 29.) 

104. Atefgabe. Einen Kreis zu beschreiben, der die drei Seiten 
eines Dreiecks berührt, 

Anleitung. Man halbiere zwei Dreieckswinkel, Die vom 
Schnittpunkte auf die Seiten gefällten Senkrechten sind einander 
gleich. (Aufgabe 26 oder geometrischer Ort 3, S. 29.) 

34. Lehrsa^s. Die drei Winkelhalbierer eines Drei- 
ecks schneiden sich in einem Punkte, und dieser Punkt 
hat von den Seiten gleichen Abstand. 
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Aiüeltinm. Man ziehe zuerst zwei Wiiikelhalbierer und zeige, 
claTs ihr Schnittpunkt von den Seiten gleichen Ahstand hat. Darauf 
verbinde man diesen Schnittpunkt mit der dritten Ecke und be- 
weise durch kongruente Dreiecke, da£s die Verbindungslinie den 
dritten Winkel halbiert. 

Dieser Satz läfst eich auch so ausdrücken: 

In jedes Dreieck lälst sich ein Kreis einbeschreiben. 
Sein Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der Winkel- 
hatbierer (zweiter merkwürdiger Punkt). 

105. Aufgabe. Einen Kreis mit gegebenem Kadius zu be- 
schreiben, welcher eine gegebene Gerade berührt und euie andere 
unter gegebener Sehne schneidet. 

Anleitung. Man trage in dem irgendwo mit r beschriebenen 
Kreise eine Sehne ab, welche die vorgeschriebene Gröfse hat. Dann 
ziehe man zu der gegebenen zweiten Geraden eine Parallele in 
dem Abstände, der gleich der Senkrechten ist, die man vom Kreis- 
mittelpunkte auf die eingeti'agene Sehne fällen kann. 

106. Aufgabe, Mit gegebenem Radius einen Kreis zu be- 
schreiben, der zwei Gerade unter gegebenen Sehnen schneidet. 

107. Aufgabe (Zeichnungsauf gäbe). Es ist gegeben ein spitz- 
winkliges, ein rechtwinkliges und ein stumpfwinkliges Dreieck. 
Man bestimme durch Zeichnung für jedes den Mittelpunkt des 
umbeschriobenen Kreises (vgl. Aufgabe 91 S. 47). 

So. Lehrsats. Der Peri- 
pher i e w i n k e 1 im Halb- 
kreise ist gleich 90" (Lehr- 
satz des Thaies). 

AnleUunff. Der Beweis wird 
geführt durch die Methode der 
Winkelberechnung (Fig. 78). 

lOS, Aufgabe. Von einem 
Punkte an einen Kreis eine 
Tangente zu ziehen. 

Lösmiff. Den Punkt P ver- 
binde ich mit dem Mittelpunkt 
und beschreibe über P 
als Durchmesser einen Kreis, 
welcher den gegebenen in A und B schneiden möge. PA und PB 
sind die ^'erlangten Tangenten. 
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Beweis. Verbindet 

man (Fig. 79) mit -4 
und B, so sind nach 
dem Lehrsatze des 
IhaleaOÄP und OBP 
gleich 90 0, PA und 
PB stehen somit auf 
den Radien OA und 
OB senkrecht und be- 
rühren daher den 
Kreis, 

Einsc/iränJettng. 
Die Lösung ist un- 
möglich , wenn P innerhalb des Kreises liegt. Ist P ein Punkt 
der Peripherie, so erhält man eine Tangente. Liegt P aufserhalb 
des Kreises, so erhält man zwei Tangenten. Über dieselben gilt 
wegen der Kongruenz der Dreiecke PA und PB folgender Satz : 
36. Lehrsatz, Die von einem Punkte an den Kreis 
gezogenen Tangenten sind einander gleich. 

Centrale ist die Verbindungslinie eines Punktes mit dem 
Kreismittelpunkt oder auch die Verbindungslinie zweier Kreis - 
mittelpunkte, 

9. Üfmngslehrsatts. Die Centrale halbiert den Winkel 
der Tangenten. 

5. Der geometrische Ort für die Scheitel aller 
rechten Winkel, deren Sehenkel durch zwei feste 
Punkte gehen, ist der über derVerbindungslinie der 
beiden Punkte als Durch- 
messer beschriebeneKreis. 
Beweis. Es ist zu zeigen, 
dafs jedesmal ein rechter Win- 
kel entsteht, wenn man einen 
Punkt des Kreises mit den 
festen Punkten A und B {Pig, 
80) verbindet, und dafs die 
Verbindungslinien irgend eines 
Punktes innerhalb oder aufeer- 
halb des Kreises mit den Punk- 
ten A und B keinen rechten 
Winkel bilden. 




y Google 



Verbindet man nun einen Punkt P des Kreises mit A und ß, 
so ist 2^ ÄPB ^90*^ nach dem Lehi-satze des Tiisiles. 

Verbindet man ferner einen Punkt C innnerhalb des Kreises 
mit A und B und verlängert AC bis zum Schnittpunkte mit 
dem Kreise D, so ist, wenn noch DB gezogen wird, 2^ ADB 
= 900 un^ somit 4_ ACB> 90'^ (Satz vom Aufsemvinkel). In 
gleicher Weise ergieht sich 2i ACB < 90", wenn C aufserhalb 
des Kreises liegt. 

109. Aufgäbe, Man zeichne mit Hülfe des vorigen Ortes ein 
rechtwinkliges Dreieck, von dem che Hypotenuse und eine Kathete 
gegeben sind. 

HO. Atifgabe. Man trage in einen Kreis die Sehne a ein 
und beschreibe mit dem Abstände des Kreismittelpunktes von 
dieser Sehne einen koncentrischen Kreis, Es ist zu zeigen, dafs 
sämtliche Sehnen, welche den koncentrischeu Kreis berühren, 
gleich a sind (vgl. Übungslehrsatz 7, S. 51). 

111, Aufgabe. Durch einen Punkt ziehe man eine Sekante, 
so dafs die abgeschnittene Sehne eine vorgeschriebene Länge hat, 

Anmerkung. Durch einen Kreis zerfallen die Geraden einer Ebene in 
drei Klassen, je nachdem der Abstand des Kreismittelpunttes von ihnen gleich 
r, >■ I", <: r ist. Dies lehrt die Anschauung, es kann aber auch bei der Wieder- 
holung bewiesen werden. 




Zwei Kreise können zu einander drei Hauptlagen und zwei 
Grenzlagen haben. In Fig. 81 sind dieselben der Reihe nach dar- 
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gestellt. Bedeutet c die Centrale und sind r und p die Radien, 
so ist für die Lage 

1 c ■<, r — p, für 2 ist c <. r -{- p und c > r — p, für B ist 
c:>r+p. 

112. Aufgabe. Mit p als Radius einen Kreis zu besclu'eiben, 
der einen andern Kreia, dessen Radius r ist, in C berührt. 

Lösung. Ich verbinde den Kreismittelpunkt Ä mit dem ge- 
gebenen Punkte C und verlängere Ä C über C hinaus um p. Den 
Endpunkt nenne ich B. Der um B mit p beschriebene Kreis löst 
die Aufgabe. 

Einen zweiten Kreis erhält man , wenn man von C aus auf 
CA p abtragt. Der Endpunkt sei B genannt. Der um B mit p 
beacliriebene Kreis genügt ebenfalls der Au%abe. 

JBeweis. Der um B mit p {Fig. 82) 
beschriebene Kreis hat den Punkt mit 
dem gegebenen Ki"eise gemeinsam. Es 
soll nun gezeigt werden, dafs die beiden 
Kreise keinen weitem Punkt gemeinsam 
haben können. 

Angenommen die Kreise hätten noch 
den Punkt J) gemeinsam. Dann müfste sein : AD -\- DB = r -{- p. 
Dies ist nicht möglieh, dB,AD-\-DB'>AB und somit >/■ + /> ist. 
Ganz ähnlich ergiebt sich der Beweis für die zweite Lösung. 
Aus dieser Aufgabe ge%vinnen wir das Ergebnis: für den 
Grenzfall 4 ist c = »■ — p, für 5 aber c = r -\- p. Die Centi-ale 
geht durch den Berührungspunkt. 

113. Aufgabe. Man zeige an der Fig. 32, dafs AD 1. .SC ist. 
Anleitiing. Von den vier Teildreiecken sind je zwei kongruent. 
10. Ülnmgslelirsttts. Die gemeinsame Sehne zweier 

Kreise steht senkrecht zur Centrale (vgl. Aufgabe 113), 

114. Aufgabe. An zwei Kreise eine gemeinsame Tangente 
zu ziehen. 

Vorbereitimg. Angenommen die Aufgabe sei gelöst. Ziehe 
ich dann die Centrale und die Radien zu den Berührungspunkten 
der Tangente, so ist, wenn durch den Mittelpunkt des kleinern 
Kreises zur Tangente eine Parallele gezogen wird, ein rechtwink- 
liges Dreieck vorhanden, das gezeichnet werden kann. In dem- 
selben ist nämlich die Hypotenuse die gegebene Centrale, und eine 
ICathete gleich der Differenz der Radien. Ferner erkennt uian, 
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daüs iiacli vollzogene!' Zeichnung des Dreiecks ein Kechteck be- 
kannt ist. Dasselbe liefert die Berührungspunkte. (Der Lernende 
unterlasse nicht, die Figur zu entwerfen.) 

L&»tmg. "Über der Centrale OS (Fig. 83) als Durchmesser 
beschreibe ich einen Kreis und dann mit der Differenz der Radien 

um den Mittel- 
punkt des grö- 
fsern Kreises 
einen Kreis, wel- 
cher den ersten 
in den Punkten 
Ä und B schnei- 
den möge. Als- 
dann verbinde 
ich mit A und 
B, verlängere 
die Linien Ä 
und B, bis sie 

den Kreis um in den Punkten C und D schneiden, und ziehe durch 
R zu OC und D in derselben Richtung die parallelen Radien B E 
lind RF. Dann sind CE und DF gemeinschaftliehe Tangenten, 
Beweis. Es ist zu zeigen, dafs OC und RE auf GE und 
dafe OD und RF auf DF senkrecht stehen. Dies geschieht da- 
durch, dafs man mit Hülfe von Lehrsatz 24 und Übungslehrsatz 1, 
S. 39, zeigt, dafs ACER und BDFR Rechtecke sind. 

Besprechung wieset' Lösung. Liegen die Kreise ganz aus- 
einander, so erhält man aufser den eben gefundenen Tangenten, 
die äufeere gemeinschaftliche Tangenten genannt werden, noch 
zwei weitere, die innere gemeinschaftliehe Tangenten heifsen. 
Die Zeichnung der innem Tangenten geschieht in ähnlicher Weise, 
wie die äufsern gezeichnet wurden. Es kommt dabei statt der 
Differenz der beiden Radien die Summe zur Verwendung. 
Der Beweis \st dem gegebenen ähnlich. 

Mnsdiränkimg. Berühren sich die Kreise von aufsen, so 
erhält man zwei äufsere und eine innere Tangente, 

Nur äufsere Tangenten werden erhalten, wenn die Kreise 
sich schneiden. 

Berühren sich die Kreise von innen, so erhält man eine Tan- 
gente und schliefsUch gar keine, wenn der eine Kreis ganz inner- 
halb des andern liegt. 
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113. Aiifguhe. Einen Kreia zvi beschreiben, der durch einen 
gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Kreis in einem ge- 
gebenen Punkte berührt. 

AtOeitung. Man verbinde den Kreismittelpunkt mit dem ge- 
gebenen Punkte der Peripherie und letztem mit dem weiterhin 
gegebenen Punkte. Darauf beachte man Aufgabe 112 und den 
geometrischen Ort 2. S. 27. 

116. Aufgabe. Einen Kreis zu beschreiben, der drei gleiche 
Kreise berührt. 

117. Avfgabe. Durch einen Punkt innerhalb eines Kreises 
eine Sehne von vorgeschriebener Länge zu ziehen, 

iMsivng. Man zeichne in dem Kreise eine Sehne von vor- 
geschriebener Gröfse und beschreibe einen koncentrischen Kreis, 
dessen Radius gleich dem Abstände des Kreismittelpunktee von 
der Sehne ist. Die von dem gegebenen Punkte an den koncen- 
trischen Kreis gelegte Tangente löst die Aufgabe. 

118. Atifgabe. Einen Kreis zu zeichnen, der durch einen 
Punkt gellt und zwei gegebene parallele Gerade berührt. 

119. Aufgabe. Einen Kreis zu beschreiben, der zwei Radien 
und den zugehörigen Kreisbogen berührt. 

Anleitung. Im Mittelpunkte des Bogens ziehe man eine Tan- 
gente an den Bogen. 

120. Aufgabe. In welches und um welches Parallelogramm 
läfst sich ein Kreis beschreiben? 

Anl^tting. Die Höhen bezüglich die Diagonalen müssen 
einander gleich sein. 

121. Atifgabe. Man bestimme innerhalb eines Winkels BAG 
diejenigen Punkte, für welche die Summen oder Differenzen der 
Abstände von den Schenkeln eine vorgeschriebene Gröfse a haben. 

Anteltung. Zu einem der 
Schenkel, etwa zu BA (Fig. 84), 
ziehe man im Abstände a eine 
Parallele XY, welche ^ C in 7> 
schneiden möge. Darauf hal- 
biere man die Winkel ÄDX 
und XI) C. Die Punkte dieser 
Winkelhalbierer genügen der 
eraten bezüglich der zweiten 
Forderung, wie sich mit Hülfe der Sätze vom Winkelhalbierer 
und von dem Abstände paralleler Linien zeigen läfst. 
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122. Atifijobe. Welche Eigenschaft besitzen <Ue Punkte rler 
vorhin envähnten Winkelhalbierer , die anfserhalb des "Winkel- 
raumes BAG liegen? 

123. Aufgabe. Ein Parallelogramm zu zeichnen, wenn ß, 
Ä« + hi und eine der Diagonalen gegeben ist. 

Anleitung. Vom Schnittpunkte der Diagonalen fälle man die 
Senkrechten auf die Seiten, welche den Winkel ß bilden, und zeige, 
dafs ihre Summe gieich ■^- (Ä» + Aa) ist. Dann wende man Auf- 
gabe 121 an, 

124. Aufffoöe. Ein Parallelogramm zu zeichnen aus ß, a ±h 
und einer Diagonale. 

125. Avfgahe. Ein Dreieck zu zeichnen aus a, a, h^ -\- lii, = s. 
Vwb&i-fMung. In neben- 

^a stehender Fig. 85 ist BD 
^= hi um DF = h^ verlän- 
gert und durch F zu AC eine 
Parallele gezogen, welche die 
Verlängemng von ß^ in G 
F sclmeidet. Zieht man noch 
AH II DF, so ist A GAH 
^ ACE (2. Krit.) und darum 
AG = AC,^AGC=ACG 

^ "2 ■ 

Lösimy. ManzeichneDreieekiJi^G, halbiere den Winkel B(?i^ 
und beschreibe um B mit a einen Kreis. Dadurch erhält man C. 
A wird gefunden, indem man auf GC die Mitfcelsenkrechte er- 
richtet. (Siehe Sehwering, 100 Aufgaben, S. 93.) 

12(1. Aufgahe. Ein Dreieck zu zeichnen aus a-\-h^ c = s,a,ß. 

Anleitung. Man stelle in geeigneter Weise u + & -|- c her 
und beachte, da& in einem Dreieck alle Winke! bekannt sind, 
wenn man zwei kennt. 

137. Atifgahe. Durch einen Punkt zweier Kreise eine Gerade 
so zu ziehen, dafs die beiden Sehnen gleich werden. 

Anleitung. Sind A und B die Mittelpunkte, so verbinde man 
einen von ihnen, etwa A, mit dem Schnittpunkte C der Kreise 
und verlängere AC um sich selbst bis D. Die von G auf BB 
gefällte Senkrechte leistet das Verlangte. 

Aufgaben, Ein Dreieck zu zeichnen , wenn gegeben ist : 
128. ma, a, ß; 129. h„, a, ß; 130. p, a, ß; 131. r, a, ß (ma ist 
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Halbierungslinie dos Winkels a. Fortan ist stets r der Radius des 
umbeschriebenen, p der Radius des einbeschriebenen Kreises). 

132, Atffgabe. Verbindet man einen Punkt im Inneni einer 
Dreiecksfläche mit den Eckpunkten der örundlinie, so ist die 
Summe dieser Entfernungen kleiner als die Summe der beiden 
andern Seiten. 

AnleiUm^. Man verlängere BO bis zum Schnittpunkte Z> 
mit der Seite AC. Auf die Dreiecke BDA und COD wende man 
den Satz von der Summe zweier Dreieckaseiten an. 

133. Aufnähe, Ein lü-eis und ein Punkt ist gegeben. Man 
bestimme diejenigen Punkte des ICreises, welche von dem gege- 
benen Punkte die kleinste und die gröfste Entfernung haben. 

Läsunff. Von dem Punkte P 
(Fig. 86) ziehe ich den Durch- 
messer AB. Dann ist PB die 
kleinste Entfernung des Punk- 
tes P von irgend einem Punkte 
der Peripherie und PA die 




Zieht man durch P 

eine beliebige Linie PC und 

verbindet C mit A und 0, 

so ist 2i CÄO = ACO und 

dai-um 4: ACP->CAO. Es 

^'^- ^"^ ist also PA > PC. 

Verbindet man ferner C mit B, so ergiebt sich ^ PCB < PB G 

und somit PB < PC. 

Liegt P aufserhalb des Kreises, so gilt derselbe Beweis. 
Anmm^ktcnff. Diese Aufgabe führt uns auf den folgenden sogenannten 



11. Übwngssats!, Stimmen zwei Dreiecke in zwei 
Seiten, nicht aber in dem von ihnen gebildeten Winkel 
überein, so liegt dem gröfsern Winkel die gröCsere 
Seite gegenüber und umgekehrt. 

AtüeUung. Man betrachte Eig. 87 Dreieck FEA und zeige, 
dafs FH < FE < FD < FJ. Dann wähle man zwischen E und D 
einen Punkt X auf dem Bogen EU und zeige mit Hülfe von 
Lehi-satz 11, dafs FE < FX <: FD. Die Umkehnmg beweist 
man indirekt. 
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134. Aufgabe. Um ein gegebenes Quadrat ein i 
gebenes zu beschreiben (,100 Aufgaben" S. 55). 

135. Aufffohe. Gegeben sind zwei Kreise um A und B und 
auf dem letztem ein Punkt C; es soll ein Kreis gezeichnet wer- 
den, der A und B berührt, und zwar den letztem in C. 

Läsunff. Man ziehe BC und dazu den parallelen Radius AE. 
Ferner verbinde man E mit C und nenne D den Schnittpunkt von 
EC mit dem Kreise um A. Die Verlängemngen von A D und B C 
sehneiden sich im Mittelpunkte des verlangten Kreises G. 

JBeiveis (Methode der Winkelberechnung), Es ist zu zeigen, 
dafs der um G mit G C (Fig. 87) beschriebene Kreis die Kreise 
um A und B bei-ührt. Er berührt zunächst den Kreis um B, da 
die Centrale BG gleich der Summe der Radien ist. Aus dem- 
selben Grunde wird er auch den Kreis mn A berühren, wenn 




2)G = GC ist. Letzteres ist der Fall. Denn nennt man « den 
Winkel AED, so ist auch 2^ BCG = a als Wechselwinkel bei par- 
allelen Linien. Da ferner A EAD ein gleichschenkliges Dreieck 
ist, so ist auch 2i EDA gleich a. Auch ÖGCist somit ein gleich- 
schenkliges Dreieck und daher DG == CG. 

136. Aufgabe. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu be- 
schi-eiben, der zwei gegebene Kreise oder einen gegebenen Kreis 
und eine gegebene Gerade berührt. 

Anleitung. Man findet den Kreismittelpunkt als Schnitt- 
punkt zweier Kreise oder als Schnittpunkt eines Kreises und einer 
Geraden. 

1.37. Aitfffobe. Ein Dreieck zu zeichnen aus a, Ä„, U. 
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A^rüeUnny. Mail ergänze ABC zum Parallelogramm ABCD, 
worin Bö = 2(i ist, oder man fäUe vom Fufepmikte der Mittel- 
linie h eine Senkrechte auf n. Dieselbe ist gleich y h„. 

ISS. Aufgabe. Welches ist der geometrische Ort der Mittel- 
punkte aller Sehnen, die durch einen Punkt P imierhalb eines 
Kreises gezogen sind? 

Anleitung. Die vom Kreismittelpunkte auf die Sehnen ge- 
fällten Senkrechten halbieren dieselben. 

139. Aufgabe. Man bestimme denselben geometrischen Ort, 
wenn F auEeerhalb des Kreises liegt. Entsteht dabei eine un- 
eigentiiehe Lösung? 

MO, Aufgabe. Gegeben sind zwei Punkte A und B auf der- 
selben Seite einer Geraden, Man bestimme auf der Gei'aden einen 
Punkt X, so daCs AX -\- BX ein Minimum Avird. 

Anl^im.ng. Vgl. „100 Aufgaben" S. 23. 

141. AufgaM. Man zeichne in ein gleichseitiges Dreieck di'ei 
Kreise, von denen jeder die beiden andern und zwei Seiten des 
Dreiecks berührt. (Verallgemeinert heifst diese Aufgabe die Mal- 
f attische.) 

Anteitunff. Mau fäUe die drei Höhen und baibiere die rechten 
Winkel am Fufspunkte der einzelnen Höhen. 
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Lehraufaabe der Obertertia. 



Vorbemerkung. 

Zunächst sind sämtliche Sätze und Aufgaben, auch die im 
ersten und zweiten Lehrgauge überschlagenen Aufgaben zu wie- 
derholen. 

Wie Lehre Tom Kreise. 

II. Teil. 

§ 20. Vom Peripherie- und Ceutriwinliel. 

Zu einem Bogen gehören so viele Pei-ipheriewinkel , als es 
Punkte auf der Peripherie giebt, die dem Bogen nicht angehören. 
Man sagt von diesen Peripheriewinkeln, sie stehen über dem- 
jl selben Bogen oder auf der- 

selben Sehne. 

33". LehrsfUs. EinPeriphe- 
riewinkel ist gleich der 
Hälfte des zugehörigen 
Centriwinkels. 

Beweis. 1. Der Kreismittel- 
punkt liegt auf einem Schenkel 
des Peripheriewinkels. 

Nennt man den Peripherie- 
winkel BAC a (Fig. 88), so ist 
auch, da BOA gleichschenklig 
ist, ABO gleich a. Nach dem 
Satze über den Aufsenmnkel am 
Dreieck ist dann der Centriwinkel BOG ^ 2,a. Er ist also doppelt 
so grofs wie der Peripheriewinkel. 
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2. Der Iü.'ciamittelpunkt liegt 
innerhalb der Schenkel des Pe- 
ripheriewinkele. 

Zieht man den Durchmesser 
AD (Fig. 89} und bezeichnet Win- 
kel D ^ C mit « und D J. B mit ^, 
so ergiebt die vorhin angewandte 
Winkelrechnung, dafs der Cen- 
triwinkel BOC = 2 (a ^ ß), 
d. h. doppelt so grofs ist als 
der Peripheriewinkel. 
^''^- ^"- 3. Der Kreismittelpunkt liegt 

auTserhalb der Schenkel des Peripheriewinkels. 

Bei dieser Lage erhält man durch Winkelberechnung für die 
Gröfse des Centriwinkels 2(ß — «) 
(Fig. 90), wenn Winkel BAC 
mit a und Winkel DAB mit ß 
bezeichnet wird. Der Peripherie- 
winkel ist dann gleich ß — a, 
also die Hälfte des Centriwinkels. 
3S. Lehrsatz. Peripherie- 
Winkel über demselben Bo- 
gen sind einander gleich. 
Betveis. Die bezeichneten Pe- 
ripheriewinkel sind einander gleich, 
da jeder von ihnen gleich der 
Hälfte des zugehörigen Centri- 
winkels ist. 
Anmerlitmg. Man führe den Beweis zu Lehrsatz 37, wecn der Peri- 
pheriewinkel gröfeer als 90" ist. 

.V.9. Lehrscus. Der von einer Schno und einer Tangente 
gebildete Winkel ist gleich dem Peripheriewinkel 
im entgegengesetzten Kreisabschnitte. 
Vora/ussetsunff. jiX _L AO. 

Belioiupiung, 2^ XAB ist so grofs wie der Peripheriewinkei 
über der Sehne AB. 

Beweis. Der Beweis ergiebt sich aus den Winkelbe Zeich- 
nungen der Fig. 91, S. 65. 

14:g. Atifgahe. "Über AB als Sehne einen Kreis zu beschreiben, 
der den Winkel a fafat, d, h. einen Kreis zu beschreiben, der 
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durch die Punkte A und B golit 
und so beschaffen iet, dals die 
Peripheriewinkel über dem Bogen 
AB gleich a sind (a < 90«). 

Lösung. Ani AB (Fig. 92) er- 
richte man die Mittelsenkrechte 
und lege an AB in A den Winkel 
90 '^ ■ — ff. an. Der freie Schenkel 
des Winkels treffe die Mittelsenk- 
rechte in 0. Der um mit OA 
beschriebene Kreis leistet das 
Verlangte, 

Beweis. Es ist zu zeigen, dals 
der Kreis durch B geht und dals 
der Bogen über AB den Winkel 
a fafst. 
Ersteres folgt ans der Kongruenz der Dreiecke AOD und 

BOD, letzteres durch die Methode der Winkelberechnung aus 

den Bezeichnungen der Figur. 

143. Atifgabe. Man wiederhole mit Beweis die sämtlichen 
bisher genannten geometrischen Örter. 

144. Aufyftbe. Es ist Aufgabe li2 zu lösen, wenn a > 90*^ ist. 
6. Der geometrische Ort 

für die Scheitelpunkte aller 
Winkel «, deren Schenkel 
durch die Punkte A und B 
gehen, ist der über der 
Strecke AB beschriebene 
Kreisbogen, der den Win- 
kel a fafst. 

Beio&ls. Nach Lehrsatz 38 hat 
jeder Punkt des Bogens die ge- 
nannte Eigenschaft. Kein Punkt 
aufserhalb des Bogens hat die 
genannte Eigenschaft. Denn ver- 
bindet man zunächst einen Punkt C 
innerhalb des Kreisbogens mit A 
und B (Fig. 93), so ist, wenn AG bis zum Schnittpunkte mit 
dem Kreise verlängert und dieser Punkt D noch mit B ver- 
bunden wird: 

Schifering u. Ki-im|>liof(. Bbsue Geometrie. 5 




Eig. 11. 
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4 ACB= CBB-i- GBD. 
Es ist also 2iACB> CDS und 
darum gröfser als a. 

Der Lernende zeige, dafs Win- 
kel Ä CB < « ist, wenn Ä den 
Bogen über AB schneidet. 

145. Atifgabe, Mit vorstehen- 
dem geometrischen Ort soll ein 
Dreieck gezeichnet werden, von 
dem gegeben ist a, a und eine 
passende Strecke , z. B. h„, t„, 
h ^- c, b — c. 



§ 21. Vom Kreisviepeck. 

Da drei Punkte einen Kreis vollständig bestimmen, so wird 
der durch drei von vier Punkten, etwa A, B, C, gelegte Kreis 
im allgemeinen durch den vierten Punkt D nicht gehen. Derselbe 
mufs vielmehr eine bestimmte Lage haben, die wir mit Hülfe der 
beiden nachfolgenden Sätze bestimmen wollen. 

^ 4:0. Lehrsatz. Die Summe 

der gegenüberliegenden 
Winkel eines einem Kreise 
einbeschriebenen Vier- 
ecks (Kreisvierecks) ist 
eich 180". 

Beiveis. Na.ch Lehrsatz 8 
S. 19 erkennt man die Rich- 
tigkeit der in nebenstehender 
Fig. 94 gebrauchten Winkel- 
bezeichnung, Nun ist nach 
Lehrsatz 18 S. 35 
2(«-|-/5+ r + '^) =300« 

oder 4B-\- D= 180«. 
= 180". 
fiilireii, wenn Bulsei'lialb des Viei- 

iercck ist ein Kreisviereck, d.h. 
alba ein Kreis beschreiben, wenn 
n üb erlieg enden Winkel gleich 




Ebenso ergiebt sich 2^ A -{- C 
Anmerlainff. Der Beweis ist i 

ecke AB CD liegt. 

41. LeJirsafs. Ein V 

es läfst sich um dass 

die Summe der gege 

180» ist. 
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Beiveis. Die vier Punkte A, B, C, D (Fig. 95) liegen so, 
4Ä^ C= 180« und 4ß -\- D= 180» ist. 

^ Durcli drei von den Punkten, etwa Ä, 
B, C, ist ein Kreis möglich. Angenommen 
nun, dieser Kreis ginge nicht dm-ch D, dann 
mülste er AD schneiden (Aufg. 101 S. 52). 
Er achneide AD zwischen A und D in JE. 
Verbindet man nun C mit dem Schnittpunkte 
£, so wäre nach dem vorigen Satze 

4 ß + -E = 180«. 
Es ist aber auch 2^ B -\- D ^ ISO". Daraus 
folgt 2i B ^ E^ B-\- D oder 4 E = D, 
vom Aufsenwinkel nicht möglich ist. 
e ergiebt sich der Beweis, dafs der Kreis 
Punkt aufserhalb der Strecke A D gehen kann. 

Es wäre nooh deutbar, dafe ÄD den Kreis in A berührte. Diese MBg- 
lichkeit beseitigt Lehrsatz 39. 

An/merJcujig' Ein Viereck ist auoli ein Kreisviereok , wenn Ji ABB 
= Ä CD ist und die Linien BD und A C sich kreuzen. (S. 65, geom. Ort 6.) 

13. Übung slelvfstti^. Zu gleichen P e r i p h c r i c w i n k e 1 n 
gehören gleiche Sehnen. 

Mß. Aufgabe. Um welche Parallelogramme läfst sich ein 
Kreis beschreiben? 

Vgl. Aufgabe 120. Hier zu lösen mit Lehrsatz 41. 



was nach dem 

In gleicher Wi 
nicht durch 



§ 22. Die merkwürdigen Punkte im Dreieck. 

VorbemerJnmff. Die Sätze über den ersten und zweiten merk- 
würdigen Punkt (§ 19 S. 52} sind zu wiederholen. Dabei ist ein- 
zuschärfen, dafs das Dreieck keinen Mittelpunkt hat {S. 43) und 
dafs der Mittelpunkt des einbeschriebenen und des umbeschrie- 
benen Kreises nicht verwechselt werden dürfen. 

42. Xe/wsofcs. Die drei Höhen eines Dreiecks schnei- 
den sich in einem Punkte (Höhenpunkt). 

Ardeitunff. Man ziehe dm-ch die Ecken Parallele zu den 
G-egenseiten. Mit Hülfe eines Satzes vom Parallelogramm zeige 
man dann, dafs die Höhen des ursprüngUchen Dreiecks Mittel- 
senkrechte im zweiten Dreieck sind. 

43, Leli/fsnt». Jede Mittellinie eines Dreiecks wird 
von jeder andern Mittellinie so geschnitten, dafs das 
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der Ecke zugewandte Stück doppelt so groüs ist wie 
das andere. 

Beweis, Ich ziehe zwei beliebige Mittellinien BE und CF 
(Mg. 96). Ihr Schnittpunkt heifse 0. Dann verbinde ich E mit F 
_^ und die Mittelpunkte von BO und CO. Die 

letztere Linie MN sowohl als auch EF ist 
parallel zu £ C und jede ist y BG (vgl. 
Lehrsatz 26, 25). Darum ist A EOF'^ MON 
(2.Krit.). Setzeich5Jf=3^, soistJifO = fl; 
und OE = x; setze ich CN^ y, so ist auch 
NO^y und OF^y. 

Es teilt also jede Mittellinie eine andere 
C in der genann-ten Weise, 

44. Lelirsaits. Die drei Mittellinien 
schneiden sich in einem Punkte (Schwerpunkt). 

Beweis. Anigenommen, die dritte MittelHnie ginge nicht durch 
0, sondern schnitte BE in Q. Dann wäre QE^= -jBE= OE 
und sonnt ein Teil gleich dem danzen, was unmöglich ist. 

•ittiiiei Tcutig. Kommen in emei Aufgabe mehrere Mittellinien vor, so 
richte man die Losung so em dafs eine derselben durch die Zeichnung 
selbst aur Mittellinie wird Der Beweis der Richtigkeit gestaltet sich dann 
wie dei Tonjce 

Der Höhenpunkt heifst der dritte, der Schnittpunkt der 
Mittellinien heilst der vierte merkvrärdige Punkt im Dreieck. 

Der Winkel, welcher von den Linien gebildet wird, die 
man vom Auge zu dem tiefeten und höchsten Punkt eines Gegen- 
standes zieht, heifst Sehwinkel. Em Körper erscheint um so 
gröfser, je gröEser dieser Winkel ist. Von jedem Punkt eines 
Eogens erscheint die Sehne gleich grofs, da die Peripheriewinkel 
über der Sehne gleich grofe sind. 

13. ÜbimgsleJu-satz. Setzt man den Seiten eines Drei- 
ecks nach aufsen hin drei gleichseitige Dreiecke auf 
und beschreibt um jedes der aufgesetzten Dreiecke 
den umbeschriebenen Kreis, so schneiden sich diese 
drei Kreise in einem Punkte (fünfter merkwürdiger Punkt). 
Vgl. ,100 Aufgaben" S. 17. 

Atüeitting. Man wende Lehrsatz 40 und 41 an. — Unter 
welchen Sehwinkeln erseheinen die Seiten des Dreiecks vom fünften 
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merkwürdigen Punkte ausP Liegt er unter allen Umstänclen im 
Linem des Dreiecks? 

M. TÜJntnffslehrsatz. Halbiert man siwoi Aufsenwinkel, 
und den ihnen nicht anliegenden Dreieckswinkel, 
so schneiden sich die Teilungslinien in einem Punkte 
und dieser Punkt hat von der einen Seite und den 
Verlängerungen der beiden andern gleiciien Ab- 
stand. 

Der Beweis ist ähnlich wie bei Lehrsatz 34 S. 52. Ein Kreis, 
welcher eine Dreieoksseite und die Verlängerungen der beiden 
andeni berührt, heifst anbeschriebener Kreis. 

Ein Dreieck hat drei anbeschiiebene Kreise, Ihi-e Mittel- 
punkte findet man durch Halbiening von je zwei Aufsenwinkeln, 
Die Radien dieser drei Kreise bezeichnet man mit p,„ pi,, pc, 
je nachdem sie die Dreieeksseiten a, h oder c berühren. 

147. Awfgai>e. Sind Ö, E und F die Berührungspunkte des 
einbeschriebenen Kreises mit den Seiten a, b und c, so ist zu 
^ zeigen, dafs BD = BF=ff — b, CD = OE 

= (7 — e, AE =^ ÄF ^ a — a ist, wenn a 
den halben Umfang des Dreiecks bedeutet. 
Anleitung. Aus Lehi"satz 36 S. 54 folgt 
die Richtigkeit der Bezeichnungen in neben- 
stehender Fig. 97. 

Es ist 2a; + 2i/ + 2ä = « + 6 4- c = 2<T. 
Hieraus folgt: x = a — {y -\' z) '= a — a, 
und ebenso : 

^ y O ^ C ,^ = ^ __ (a; + ^) = ^ _ j, 

z = ^^{x + y) = ü-e. 

14:8. Aufgabe. Bezeichnet man die Berührungspunkte des 

einbeschriehenen Kreises wie vorhin und nennt man die Berüh- 

i « anbeschriebenen Kreises, wie die Fig. 98 S. 70 




AH=AK=a, BG = BK=a~c, 

CG=CH=<j—h, KF=a, 

Da = BG^BD = b — c. 

Anleitung. Man setze B(? = a;, CG = i/. Dann ist ^i^—c-fx, 

AH = b -{- y und äomit AK + AH = 2 AK = 6 + c + a; + y 

= b-i-c-\-a = 2(T. FeniGvistBG = BK=^ÄK—AB^(r—c. 

Die übrigen Ableitungen sind ähnlich. 
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§ 2^. Veriuisclite Aufgalicii iitier die merkwürdigen Punkte. 

MO. Atifgabe. Ein Dreieck zu zeichnen aus d^h^^c — a,u,ß. 

Vorbereittinff '. b -\- c — a eiinnert an ^ (b + c — a); 
Y (& + c — «) ist aber gleich <7 — a. Angenommen nun, ABO 
sei das verlangte Dreieck. Ich zeichne den einbeschriebenen 
Kreis. Dann ist (vorige Figur) AF = j, Winkel FAO = -|-, 
4 AFO =^ 900. 

Löminff. A ÄOF ist nach der zweiten Grundaufgabe zu 
zeichnen. Dann lege ich an ^0 in ^ den Winkel -g- an, be- 
schreibe um mit OF einen Kreis und ziehe an denselben eine 
Tangente, welche mit der Verlängerung von AF den Winliel ß 
bildet. Dieselbe sehneidet die Verlängerungen von AF und AE 
in den Punkten B und C. 

Beweis. Der Wüikel 5^ C ist gleich -|- + y = «. Der Kreis 
berühiii AB und AC, da ein Punkt des Winkelhalbierers ist. 
Zu zeigen ist noch, dafs AB -\- ÄC — BC^ d ist. Es ist nun 
AB^AC~BC=AF-\-FB^AE + EC~-B.D^DC, oder 
da BF= BD, CE= CD ist, 

AB + AC — BC =- AF -\- AE = 2 AF = d. 

MnaciM-ünhmvg. Die Aufgabe ist immer lösbar, wenn 
a-{- ß < 180". 

ISO. Aufgäbe. Man stelle an einer Figui' ((, a, b^ ß, c, y, r 



' Beispiel e 



1 LöSlIEg. 
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her und aeige daran, dafs von den Stücken a, r, a; b, >-, ß ; c, r, y 
das dritte bekannt ist, -wenn die beiden andern gegeben sind. 

151. Atifyabe. Es ist zu zeigen, dafs der Winkelhalbierer durch 
den tiefsten Punkt des einem Dreieck umbeschriebenen Kreises geht. 

132. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn gegeben ist 
a und r und der Punkt, in welchem ma a trifft {ma ist Halbierer 
des Winkels a. Entsprechendes bedeuten mß und my). 

153. AufffoM. Ein Dreieck zu zeichnen aus «, /9, i„. 
AnleMunff. Es sei AE = AD + DE = 2 1^. Man besehreibe 

über AE einen Kreisbogen, der ISO'* — « falst, und über AD 
einen Kreisbogen, der 2i ß fefst. 

154. Aufgabe. Man gebe an, unter welchen Sehwinkeln vom 
fünften merkwürdigen Punkte aus die Seiten der aufgesetzten 
gleichseitigen Dreiecke erscheinen. 

Welche neue Eigenschaft dieses Punktes ergiebt sich aus 
dieser Winkelberechnung ? 

1.55. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen aus a, t,,, 4- 

Anleitung. Man zeichne zuerst ein Dreieck aus a, -S- %, -s- t, 
und beachte die Anmerkung S. 68. 

156. Aufgabe, a, a, U; man verlängere t,, um sich selbst. 

Die Hälfte des ParaUelograinms kann man zeichnen. 

Eine zweite Lösung erhält man, wenn man durch den End- 
punkt E von ii, zu AB die Parallele EF zieht. Es ist dann 
FC=~a, ^FEC = a. 

Aufgaben. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 157. a, t„, h. 

Man beschreibe über t,, emen Kreisbogen, '1er a. fafst, und 
\ Lehrsatz 43. 

155. a, Jh, h: 3^9- a. U, h; IGO. h,., t„, f,., IGl. h„, U, t,. 
Man ziehe durch den Endpimkt von t; eine Senkrechte zu BC ; 

gleich -^ h,i. 

162. t„, hl., K. Man ziehe dm'ch den Puf&punkt von t^ Par- 
allele zu ht und Ä,. 

163. /i„, U, ß; 164. t, ti, t. Siehe „100 Aufgaben" S. 12. 
163. Aufgabe. Fällt man in einem Dreiecke die Höhe AD, so 

bezeichnet man D 6' durch ^ und DB durch ij. ß heifst Projektion 
oder Schatten von h, ebenso q Projektion von c auf a. Man trage 
nun 2 von D aus auf jü ab und verbinde den Endpunkt E mit A. 
Es ist zu zeigen, dafs AE = c, 4 EAC ^ ß — y ist. 
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Awfynhen. Ein Dreieck zu zeiclineii ans: IGG. p, g^ a; IßT. 
b, c, ß — y; ms. h, C, p — q; 109. p — q, ß — h A„. 

170. Auffjabe, Es ist zu zeigen, dafs Winkel (A„, m«) gleich 

V (»^^ ^) »'■ 

Anleitung. Man beachte, dafs a + ß -\- y -- 180" und darum 
1 + 1 + 1=90» ist. 

Atifgafyeri.. Ein Dreieck zu zeichnen aus : l7l. lu, ß — j-, h ; 
172. ]i,„ ß~r, p; 17.% r, a, b + c; 174:. r, ß, b — c; 175. r, u, 
« + 5 + c; 176. a, a, p. — Winkel BOC ist gleich 90» + y; 
177. ß, y, p; 178. «, «j«, p; 170. a, r, p. („100 Aufgaben" S. 27.) 




§ 24, Teilung; einer Strecke in gleiche Teile. Das Paralleltrapez. 

43. Jjtäirsatx. Zieht man ditrch zwei gerade Linien 
mehrere Parallele, so dafs die Abschnitte auf der 
j einen einander gleich sind, so sind 

auch die Abschnitte auf der andern 
einander gleich (Verallgemeinerung von 
Lehrsatz 25, Vgl, auch Aufgabe 81). 

JSet'stelluitg äet' Mffm\ Auf der einen Ge- 
raden AX (Fig. 99) trage ich die gleichen 
Strecken AB, BC n. s. w. ab und ziehe durch 
B, C u. s. w. Linien, die unter sich parallel 
sind und die andere Linie in M, F, G u. s, w. 
schneiden mögen. 

BeJimiptung. AE — EF ~ FG. 
Ich ziehe durah E, F, G Parallele zu AX, die jene 
erstem Parallelen in M, N u. s. w. schneiden mSgen. Nenne ich 
nun 2^ BAE a und BFA ß sowie AB a, 
so können die Stücke so bezeichnet wer- 
den, wie in der Figur geschehen ist. Man 
sieht dann sofort, dafs A ABE^EMF 
■^FNG]&t I>a.¥a,ueMgtAE = EF=FG. 
Für die Fig. 100, in der sich die Ge- 
raden nicht schneiden, gilt derselbe Beweis. 
Sind die Geraden parallel, so wird der Be- 
. -vveis geführt mit Hülfe des Satzes von den 
Gegenseiten eines Parallelogramms. 
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150. Aufoahe. Ea ist die Aufgabe 77 zn wiederholen. 

4:6. I^ehrsats. Zieht man durch den Mittelpunkt der 
einen nicht parallelen Seite eines Paralleltrapezes 
eine Parallele zur Grundlinie, so halbiert sie die 
andere nicht parallele Seite und ist gleich der halben 
Summe der parallelen Seiten. 

Beweis. Der erste Teil des Satzes folgt unmittelbar aus dem 
vorigen tehreatz, TJm den zweiten Teil zu beweisen, ziehe man 
durch GznAE (Fig. 68) eine Parallele. Dann ist A JFC ^ HD C. 
Darum ist JF = HD. Beide Strecken seien X genannt. Es ist 
dann AD = AS + X 

FF^EJ — X 
und somit AI) + EF= 2BC= AII^'EJ 

oder ^^= T U^+ ^J)- 

§ 25, Inhalt und Inhaltsglciclilieit von Figuren. 

Der Inhalt einer Figur ist die Fläche, welche von der Be- 
grenzung der Figur umschlossen ist. 

Figuren, welche denselben Inhalt haben, nennt man inhalts- 
gleich oder kurzweg gleich. 

Den Inhalt einer Figur messen heifst angeben, wievielmal 
so grofe er ist als der Inhalt eines beliebig gewählten Quadi'ates. 

Das beliebig gewählte Quadrat heifst Flächeneinheit. Wir 
nehmen als Einheit das Quadratmeter, welches gesetzlich als 
solche angenommen ist. 

151, Atffgabe. Wieviel Quadratcentimeter hat em Quadrat- 
meter, wieviel Quadratmillimeter ein Quadratcentimeter?- 

AninerMeng. Man veraiischaulieie die Verhältnisse dnvdi Zeichnung. 

ISS. Awfgahe. Wieviel Quadratmeter hat ein Rechteck, das 
am lang und bm breit ist? 

Lösimg. Der Inhalt ist gleich a ■ h qm. Zieht man nämhch 
durch die Endpunkte der « Meter, welche auf der Länge abge- 
tragen sind, Parallele zu der Breite und ebenso durch die End- 
punkte der einzelnen Meter auf der Breite Parallele zur Länge, 
so wird dadurch das Rechteck in a ■ b qm geteilt. 

ISS. Aiifoabe. Die Länge eines Eechtecks betrage 7,6 m, 
die Breite 3,4 m; wie grofs ist der Inhalt? 
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T.ömmff. Man teile die Länge in 760 cm und die Breite in 
340 cm. Dann ziehe man wie vorhin Parallele. Es zer^llfc da- 
durch das Rechteck in 760 ■ 340 qcm oder in 258 400 qcm. 

Nun sind 10 000 qcm gleich 1 qm. Also erhalten wir 25,84 qm. 
Dasselbe Ergebnis wird aber erhalten, wenn man 7,6 mit 3,4 
multipliziert. 

1S4. Awfffa.be. Die Länge eines ßeclitecks ist gleich 7,64 m, 
die Breite gleich 3,84; wie grofs ist der Inhalt? 

lAisung, Nach der vorigen Anleitung teile man das Rechteck 
in Quadratcentimeter. E3 ergeben sich 265 8729'cmoder26,58722)Js. 
183. Aiffffobe. Die Länge eines Rechtecks sei a, die Breite b; 
wie grofs ist der Inhalt? 

Lösunff. Diese Aufgabe wird also gelöst: Ich messe a und b 
mit dem Metermafs. Die Messung kann so genau ausgeführt wer- 
den, wie man nur wünscht. Es sei a ^= 1,5234, b = 2,389 ge- 
funden. Dann teile ich das Rechteck in Quadrate, deren Seite 
gleich i/io mm ist. Es ergiebt sich als Inhalt 15234 ■ 23890 Qua- 
drate, von denen jedes ^U^mm lang ist. Diese führe ich nach 
dem vorhin angewandten Verfahren auf Quadratmeter zurück und 
erhalte gerade so viel, als wenn ich von vornherein 1,5234 mit 
2,389 multipliziert hätte. Diesen Andeutungen kann man durch 
Einführung des gemeinsamen Streckenmafses (§ 28) eine strengere 
Form geben. Wir folgern: 

47, LeUraats. Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich 
dem Produkte aus Länge und Breite. 

4:8, Lehrsatz. Der Inhalt eines Quadrates ist gleich 
dem Quadrate der Seite. 

Beiveis. Ein Quadrat ist ein Rechteck mit gleichen Seiten. 

Deshalb ist der Inhalt desselben gleich dem Quadrate der Seite. 

49. Lelii-satz, Der Inhalt 

eines Parallelogramms 

ist gleich dem Produkte 

aus Grundlinie und Höhe. 

Beiveis, Von A und D fälle 

ich auf BC (Fig. 101) bezüg- 

. lieh auf die Verlängerung von 

BC die Senkrechten AE und 

J)F. Dadurch entsteht das 

Rechteck AEFD. Die Dreiecke BAE und CDF sind kongruent. 

Hieraus folgt, dafs dieselben gleich sind und dafs 5E ^= CF ist. 
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Addiere icli nun m dorn Viereck AiJCD das Dreiecl( ABE, so 
erhalte ich den Inhalt des Paj-allelogramms AB CD. Addiere 
ich aber zu demselben Vierecke den Inhalt des Dreiecks DCF, 
so erhalte ich den Inhalt des Rechtecks AEFD. Das Parallelo- 
gramm hat also denselben Inhalt wie das Rechteck. Der Inhalt 
des Rechtecks ist aber gleich AE ■ EF. Es ist nun 
EF= EC+ CF^EC+ EB = BC. 
Darum ist der Inhalt des Rechtecks oder der ihm gleiche Inhalt 
des Parallelogi-amms gleich AE ■ BG, wie behauptet wurde. 

Antnerkuni/. Haben zwei Parallelogramme gleiche Grundlinie mid 
Habe, 80 sind sie gleioli. 

Ist nämlich, die Grundlinie gleich a, die Höhe gleich h, so haben beide 
den Inhalt <t ■ A. 

50. Ijelvi-satz. Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich 
dem halben Produkte aus Grundlinie und Höhe. 

Beweis. Zieht man 



D 



A 



S 



h \ 



durch die Spitze A des 
Dreiecks JBC(Fig. 102) 
eine Parallele und fällt 
man auf cheselbe von B 
und C die Senkrechten 
BD und CE, so ist 
"^ , ^^^ -^^ ''" A AFC^ GEA und 

^'^' '"'■ /\DBA'^FAB. So- 

mit ist der Inhalt des Dreiecks ABG die Hälfte des Rechtecks. 
Letzteres ist nach der Figur gleich a ■ h. Polglich ist der Inhalt 
von ABC gleich — ^ — 

An/merhung. Di'eieckc von gleicher Gnindlinie a und gleicher Höhe 7( 
sind inhaltagleioh. Ihr Inhalt ist nämlich gleich — ^— 

18e. Aufgabe. Man zeige, dafs eine Mttelhnie ein Dreieck 
in zwei inhaltsgleiche zerlegt. 

51. LeM-satz. Der Inhalt eines Paralleltrapezes ist 
gleich dem Produkte aus der Höhe und der halben 
Summe der parallelen Seiten. 

Bmveia. Der Inhalt des Paralleltrapezes AEJH (Fig. 68) 
ist gleich dem Inhalte des Parallelogramms AEFD, da die Drei- 
ecke i)CH' und FCJ gleich sind. (Durch Vei-schiebung des Drei- 
ecks FJC wird die eine Pigm- aus der andern erhalten; vgl. 
ibe 77.) Der Inhalt des Parallelogramms ist aber gleich 
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(lern Produlito aus EF und der Hülie des Parallelti'apczcs, EF 
ist aber gleich BC = ^ (EJ -\- AH). Folglich ist der Inhalt des 
Paralleltrapezes gleich -g- {EJ -1- Ä IT) multipliziert mit der Höhe. 
187. Atifffnbe. Ein Viereck in ein Dreieck gleiclien Inhalts 
zu verwandeln. 

Löeung. Ich ziehe eine beliebige Diagonale, etwa A C (Fig. 103), 
und durch D zu ihr eine Parallele, welche die Verlängerung von 
j- BA in E schneiden möge. Der Inhalt des Drei- 

ecks BEC ist dann gleich dem Inhalt des Vier- 
ecks. Der Inhalt des Dreiecks E^C ist nämhch 
gleich dem Inhalt des Dreiecks i>^f7, da beide 
dieselbe Grandlinie A C und gleiche Höhe, den Ab- 
stand der Parallelen, haben. Mit dem Viereck 
ABCD hat das Dreieck EBC das Stück ABC 
gemeinsam. Addiert man hierzu EA C, so bekommt 
man den Inhalt von EB C; addiert man anderseits 
zum selben Stück das Dreieck AGD, ao erhält 
'- man den Inhalt des Vierecks. Folglich ist der 
^'* "^ Inhalt von EBC gleich dem Inhalt von ABCD. 

Avinet Jmtiff Diese Aufgabe ist einer Verallgemeinernng filhig. Hat 
man z B ein Fünfeck so Ymbindet imn Euenst zwei nicht faenaolibarte Eck- 
ptmkte anfl weutlet tlis obige Veifahien in Das entstandene Viereck vei' 




1 lelt 1 



1 1 



1 Diei. 




^ i6. Der Pythagoreische 
Lelirsatz. 

32. Lehraats. In jedem 
rechtwinkligen Dreieck 
ist das Quadrat über 
der Hypotenuse gleich 
der Summe der Q u a- 
drate über denKatheten. 

HerstelUvng üet' Figur. 
Ich zeichne ein rechtwink- 
liges Dreieek^5C(Pig. 104) 
und errichte über den Seiten 
die Quadrate iJ -ff JC, AEDC 
imAAFGB, den Seiten gebe 
ich die Bezeiclmung a, h, e. 

Behaupttinff. a^^b^-\~c^. 
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Erster Beioeis, Ich fälle von A auf HJ die Senkrechte AL, 
welche BC in K schneiden möge. Dann verbinde ich A mit H 
und C mit G. Femer fälle ich von A auf die Verlängerung von 
HB die Senkrechte AM und von C auf die Verlängerung von 
GB die Senkrechte CK 

Die Bezeichnung der Strecken mit den Buchstaben «, b, c in 
der Figur ist von selbst einleuchtend. Wenn ich noch AM mit ^ 
benenne, so ist auch LH gleich x. 

Das Dreieck GBC ist nun kongruent ABH, wie die bei- 
geschriebene Bezeichnung sofort ergiebt. Sehr anschauUch wird 
die Kongruenz gezeigt, wenn man das eine Dreieck passend 
um 90" dreht. Folghch ist der Inhalt von GBC gleich dem In- 
halte von ABH. Der Inhalt von GBC ist aber gleich ^ — ^. 
der Inhalt von ABH ^= -s— Also ist c^ ^ a ■ x. Es ist aber 
ffl ■ X der Inhalt des Eechtecks BHLK, c^ der Inhalt des Qua- 
drates über der Kathete A B. Somit ist der Inhalt dieses Quadrates 
gleich dem Inhalt des genannten ßechtecks. 

Ebenso läM sich beweisen, dafs der Inhalt des Quadrates 
über AC gleich dem Inhalt des Eechtecks KLJC ist. 

Darum ist die Summe der Quadrate über den bei- 
den Katheten gleich dem Inhalt des Quadrates über 
der Hypotenuse. Der Satz ist somit bewiesen. 

Ztveiter Beweis. Auf den Seiten des Quadrates AB CD 
(Fig. 105} trage ich die gleichen Strecken ^^Z, BF, CG, DJ ab, 
che mit b bezeichnet werden soUen. Die 
Strecken EB, FC, GD, JA nenne ich c. 
Verbinde ich nun die Punkte E, F, G, J 
zu einem Viereck, so sind zunächst die vier 
Dreiecke AEJ, BFE, GGF, DJG kon- 
gruent. Daraus folgt EF = FG = GJ 
= JE. 

Ich benenne diese Strecken mit a. Wenn 
^ b i- c c ißji nun den Winkel ^J^£ durch ^bezeichne, 
^'^""'°' so ist 4- AEJ= ^0^ — ß und 4 BEF 

gleich ß. Dann ist 4 JEF = 90». 

Viereck JE Ff? ist also ein Quadrat. Der Inhalt dieses Qua- 
di'ates ist gleich dorn ursprünglichen Quadrat, vermindert um die 
vier Dreiecke. 



c J 
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Es ist also: a^ =^ {h ^ cf — 4 ^, 
oder: cfi = b^ -^ 2hc ^ c^ — 2hc, 

oder: a^ ^ Iß -{- c\ 

AfMHerkiinff. Der Lehrsatz; ist von PytUagoi'ss (um 500 v, Chr.) 
gefunden. 

55. Ii€hrsatz. Ist in einem Dreiecke das Quadrat 
über einer Seite gleich der Summe der Quadrate über 
den beiden andern Seiten, so liegt der erstem ein 
B rechter Winke! gegen- 
über. 

Beiveis, In dem Dreieck 
.45(7(Fig.l06)istft2^62+c2. 
Es seil bewiesen werden, dals 
4. BAC= 90" ist, Zu dem 
Zweck errichte ich auf AG 
in Ä eine Senkrechte und trage 
t!arauf^i> = cab. DieStrecke 
CD nenne ich x. Dann ist, da 
4. CAD= 90'' ist, 
^s = ;,2 + c2. 

Da nun a^ = 6^ -|- c^ ist, so folgt: x^ = a^ oder x = a. Somit ist 
Dreieck C ABROAD (3. Ki-it.) und darum 2iBAC = DAC=^Q°. 
ISS. Atefgabe. Man zeichne \/2, yW, \/'5 u. s. w. 
ISming. Es ist 2 = 1^ -f- l^; 3 = 2^ — l^; 5 = 2^ + P: 

Man sieht, dafs jede Zahl als Differenz zweier Quadrate dar- 
gestellt werden kann. Diese Bemerkung gentigt, um die Wui-zel aus 
einer Nichtquadratzahl geometrisch zu zeichnen. Zeichnet man ein 
rechtwinkliges Dreieck, dessen Katbeten gleich 1 sind, so ist die 
Hypotenuse gleich [/'%. Um \/~l zu zeichnen, stelle man ein recht- 
winkliges Dreieck her, dessen Hypotenuse gleich 4 und dessen 
eine Katliete gleich 3 ist. Die andere Kathete ist dann \/'"f. 

§ 27. Von den Verhältnisgleicliiiiigeii. 

Eine Verhältnisgleichung « ; ?> ^ c : rf ist die Gleich- 
stellung zweier Brüche. 




' Allgemeii 



^ n'f - ti'T = "■ 



y Google 



Dieselbe kann auch {7=^;- geschrieben werden ; a, h, c, d 
heifeen der Reihe nach das erste, zweite, dritte und vierte Glied. 
« und c werden auch die vorangehenden, h und d die nach- 
folgenden Glieder genannt. Ferner nennt man noch a und ä die 
äulsem, h und c die innem Glieder. 

1. Sauptaats. In jeder richtigen Ycrhältnisgleicliung 
ist das Produkt der äufsern Glieder gleich dem Pro- 
dukte der innern Glieder. 

Beweis. Es sei y = "j- Multipliziere ich diese Gleichung 
mit b d, so ergiebt sich -7— ^^ —3- oder a ■ d =- h ■ c. 

2. Hauptsatz, Ist in einer Verhältnisgleichung das 
Produkt der äufsern Glieder gleich dem Produkte der 
innern Glieder, so ist die Verhältnisgleichung richtig. 

Beweis. Von der Verhältnisgleichung 7- = "r wissen wii' 

vorläufig noch nicht, ob sie richtig ist. Es steht nur fest, 

dals (irf = Je ist. Dividiere ich nun die Gleichung ad = bc 

durch hd, so erhalte ich ^r ^ r:j oder -i- = -ti wodurch die 
' hd bd b d' 

Richtigkeit dieser Verhältnisgleichung bewiesen ist. 

3. Satz. In jeder Verhältnisgleichung lassen sich 
die innern und äufsern Glieder unter sich und mit- 
einander vertauschen. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dafs, wenn y ^ "t ist, auch fol- 
gende Verhältnisgleichungen richtig sind: 1) a : c ^^ b : d ; 
2) d : b ^ c : a; Z) h : a = d : c. 

Alle diese Gleichungen sind nach dem zweiten Hauptsatze 
richtig, da in jeder das Produkt der äufsern Glieder gleich dem 
Produkte der innern ist. Diese Produkte sind nämlich a ■ d und 
b ■ c, welche wegen der als richtig angenommenen Gleichmig 
a : h ^= c : d einander gleich sind. 

4. Aus der Verhältnisgleichung a : b = c : d gewmnt man 
unter vielen andera noch folgende richtige Gleichungen: 



1)' 


■+1 


' ^'_+A 


■2)- 


,+b 


= 


d ' 


3)' 


t — i 


«' 


l—l 
b 


c — d 
~ d ' 


■5); 


r + h 
a^^ 


= 


c — d' 
e — d 


"'; 


r+s 
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Weil der Bewois der Richtigkeit für alle in derselben Weise 
gefühi-t wird, so soll nur die fünfte Gleichimg als richtig tie- 
t werden. 
Soll " . = -"'" ■ ", richtig sein , so mufs nach Satz 2 



3rgiebt : 



{a + 6) (c — (7) = (« — b) ic + (l) sein. Die Ausführung e 
hc = ad. 
Letztere Gleichung ist richtig, da -r = -j richtig ist ; folglich 
ist auch die Verhältnisgleichung _ = ^ richtig. 



§ 28. VerUä]tnJ8gleichuii*en von Strecken. 

Zwei Strecken kann man mit demselben Mafse messen. Iteicht 
hierzu das Meter- oder Centimetermafa nicht aus, so wälilt man 
das Mülimeter oder selbst noch Teile vom Millimeter. Jedenfalls 
kann der Fehler unter jede denkbare Grenze der Kleinheit herab- 
gedrückt werden. 

Unter dem aus zwei Strecken gebildeten Bruch oder Ver- 
hältnis veiöteht man folgendem Man mesöe beule Strecken mit 
dem oememsanien Mafse Dei Biuch aus ihicn Malszahlen i>-t 
das Veihaltnis odei der Bmch der beiden Strecken 

Die Quadratwurzel aus einei NicMqn'idratzEihl kinii niemals durcli einen 
Quotienten ganzei Zahlen völlig genau ausgedruckt werdett (Vgl „100 Auf 
gaben" b 49 51 und 52 femei „Arithmetik" S 78 ) Dahei halten Seite und 
Dmgon^e des Quadrats niemals em gemeinsames Mafs m stiengem Sinue Sie 
ynd inkommensurable Grofeen Dennjoh kann ihi Veiii&ltma mit jedem 
beliebigen Gtrade der Genauigkeit durch einen Bruch dargestellt werden. 

Nach dieser Erklärung kann man die Sätze über Verhältnis- 
gleichungen auch auf Strecken ausdehnen. 

_^ 54. Ldirsats. Eine zur Grundlinie des 

Dreiecks gezogene Parallele teilt die 
Seiten in verhältnisgleiche Stücke. 
BeJiaupttmg. ^^ = ■^-^■ 
Betveis. Ein gemeinsames Mafs der Strecken 
AD und BD (Fig. 107) sei AK, und es sei 
Al> = m- AK, BD = n- AK. ^fiT trage ich 
nun mmal auf Aß und nmal auf BD ab. 
■ Durch die Endpunkte ziehe ich zu ßC par- 
allele Linien. Nach Lehrsatz 45 wird dann A E 
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in m und JSC in n gleiche Teüe geteilt. Jeder Teil sei gleich AL. 
Dann ist AE ^ m ■ AL und EC = n ■ AL. 

AD __ m- ÄK _ m j AE _ 

' BD n- AK 

_ AI! 

' EC 



Es ist i 



- und - 



l| = |f(§27, 3. Safe). 



n AD AB . AD 

AD AE -, AD J 

D -I- AD ~ AE -\- EC " AB^J 

Dies ist abzuleiten 



AE . 



oder 



ist, so 
AD 



ist auch 

= 4^ (§27, 4). 



" AC 



die vorhergehende 
eitläufiger folgendermafaen ent- 



Verhältnisgleichung. 

Der vorige Lehrsatz kann ' 
wickelt werden: 

Werden zwei Seiten durch eine zur Grundlinie 
parallele Linie geschnitten, so verhalten sich die 
ohern Abschnitte zu einander wie die untern, die 
obern Abschnitte wie die ganzen Seiton, die untern 
Abschnitte wie die ganzen Seiten, und ein oberer 
Abschnitt zur ganzen Seite wie die Parallele zur 
Grundlinie. 

Beweis. Der erste, zweite und dritte Teil 
des Satzes ist durch die Ableitung der Ver- 
hältnisgleichungen 1 , 2, 3 des vorigen Satzes 
bewiesen. Die vierte Behauptung soll nun er- 
wiesen werden. Durch E (Fig. 108) ziehe ich 
eine Parallele EF zu AB. Dann ist nach dem 
AE 




Vorhergehenden 

r oder 
Fig. 108. Ebenso läfst sich nachweisen 

55. Lehrsatz. Teilt eine Linie die Seiten 



BF~ 
AE _AC_ 
DE ~ 



AD 



' BC 



Drei- 

e der Grund- 



eeks in verhältnisgloiche Teile, si 
linje parallel. 

Der Beweis ist ähnlich wie bei Lehrsatz 26 S. 42 indirekt 
zu fuhren, 

eshwering u. Krimphoff, Ebene öeomstrie. 6 
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§ 29. Ähnlielie Dreiecke. Verseliiedene Übungen. 

Betrachten wir in der Fig. 107 die Dreiecke ÄDE und ABC, 
so bemerken wir, daCs 

1. die Winkel in beiden Dreiecken paarweise gleich sind; 

2, die Brüche aus je zwei entsprechenden Seiten der beiden 
Dreiecke, d. h. ana solchen Seiten, die gleichen Winkeln gegen- 
überliegen, einander gleich sind. 

Solche Dreiecke heifsen ähnliehe Dreiecke {<r^ ähnlich). Für 
die Ähnlichkeit zweier Dreiecke giebt es, den Kriterien der Deckung 
entsprechend, Merkmale, welche die Kriterien der Ahnhchkeit ge- 
nannt werden. Sie lauten: 

56, Z-eiirsats (l.Krit.). Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn 
sie übereinstimmen in dem Verhältnis zweier Seiten und 
in dem von ihnen gebildeten Winkel. 



Voraussetzung ' 




AB 



DE DF '■ ^' •' 

und 4. A = D. 

Behauptit/ng. A ABC 
c^DEF. 

Beweis. Ich trage DE 

auf AB von A aus ab. 

Den Endpunkt nenne ich 

_ _ ' M. Dann ziehe ich durch 

J,^ j^^ " M -m BC ehie ParaUele, 

welche AC'ra N schneiden 

möge. A AMN ist nun dem A ABC ähnlich. A DEF ist aber 

kongruent dem Dreiecke A MN. Es ist nämlich -j^ = 77-= und 



ÄC 



_AM 

~ AN 
AM 




DF 

(Lehrsatz 54). Daraus folgt: 
unddaD£=J.J/ist,Di^=^jY. 
fl Ferner ist 2i A^ D, so- 
mit AD EF'^AMNmd 
folglich A DEFr^ ABG. 
57. Lehrsatz (2. Krit.}. 
Zwei Dreiecke sind 
ähnlich, wenn sie in 
zwei Winkeln über- 
einstimmen. 



' Ausführliche Darstellung. 
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ziB^E, 4C=F (Fig. 110). 

Behav^tung. A DEF c^ ABC. 

Beweis. Wiederholt man dieselbe Zeichnung wie vorhin, so 
ist A AMN-r^ ABC. Nun ist aber A AMN^DEF; denn es 
ist AM = DE, 4: ^ = 7) und 4 JW" = -E, da 4 Jf = Ö und 
2C B = £" ist. Es ist somit auch A DEFc^ ABC. 

58. Lehrsats (%. Krit.}. Zwei Dreiecke sind ähnlich, 

wenn sie übereinstimmen in dem Verhältnis der drei 

Seiten. 

— = — = — 
J>E~ EF" DF 

Betumptung. A DEF r^ ABC. 

Beweis. Stellt man in derselben Weise die Figur her wie 

i Lehrsatz 56, so ist nachzuweisen, dafs A DEF = AMN ist. 

■•■- -- — —^'-■*1und4§ = II folgt 

AM DE , , . 

AM 



ergieht sich i 



AM= DE ist, MN 



■ ^jV 



AC 



und 



AC ~ 



BF 



= EF. Ebenso 
AN^DF. Es 



ist somit A AMN^ DEF und Mghch DEF r^ ABC. 

59. Leiirsatx {4. Krit.), Zwei Dreiecke sind ähnlich, 
wenn sie übereinstimmen in dem Verhältnis zweier 
Seiten und in dem Winkel, welcher der grörsern von 
diesen Seiten gegenüberliegt. 

Voraussetsttfiff. — ^ = -jr-^> AB > AC^ 2^ C ^ F. 

Behaupfunff. A DEF^r^ ABC. 

Beweis. Es ist (Fig. HD^^J- Jc" 

-D-E . , „ 1 , AM DE 

^ISt, so folgt ^^=^-^, 

woraus sich AN ^= DF 
ergiebt. Femer ist 2( N^^ C 
und 2iC^ F, darum auch 
2iN^F. Daher ist Drei- 
eck DEF ^ AMN und 
folglich A DEF ^ ABC. 
189. Aufgabe. Wie un- 
terscheidet sich der Wort- 
laut der vier Kriterien der Ähnlichkeit von denen der Kongruenz ? 




' Auaftihrliche Dar8telliiii§;. 
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190. Aufffafte. Es ist zu zeigen, dafs bei älmüchen Dreiecken 
jede Seite des einen Dreiecks dasselbe Vielfache von der ent- 
sprechenden Seite des andern ist. 

Anleitunff. Wenn bei den ähnlichen Dreiecken ABC und 
BEF Seite AB ^ p ■ DE ist, so folgt aus der Gleichung 
4^- = ^, dafs ^^ = ^, oder ^(7 = p ■ DF ist. Ebenso er- 
giebt sich BC = p ■ EF. 

Anmerkung. Dasselbe lä&t sich für je zwei entspieclionde Linien, 
z. B. für zwei entsprechende Höhen nachweisen. 

60. Lehrsatz. Die Inhalte ähnlicher Dreiecke ver- 
halten sich wie die Quadrate entsprechender Seiten 
(Strecken). 

Bmvets. Sind I, 7i die Inhalte, a, h, «i, Ai die entsprechenden 
Seiten und Höhen, so ist 27= «Ä, 2Ii = aiÄi- Ha. a^ = pa, 
hl ^ ph gesetzt werden kann, so folgt: 

2ii =p^ak, Ii :/=«i2: aK 

191. Aufgabe. Man berechne die Diagonalen eines Quadrates, 
dessen Seite gleich a oder 3,4 ist. 

192. Aufgabe. In einem gleichschenkligen Dreieck ist & = c 
=^ 6,4, a = 4,08. Man berechne die Höhe zur Grundlinie. 

193. Avfffobe. In einem Rhombus ist die Diagonale r gleich 
der Seite. Man berechne die andere Diagonale. 

194. Aufgabe. Man berechne die Höhe eines gleichseitigen 
Dreiecks, dessen Seite gleich a ist. 

* 19S. Aufgabe. Durch einen Punkt P ist eine Sekante ge- 
zogen, die den Mittelpunkt des Kreises trifft. Ihre Länge ist a, 
der Radius des Kreises r. Wie grofs ist die von P an den Kreis 
gezogene Tangente? (Durch Rechnung und mit Hülfe von ähn- 
lichen Dreiecken zu lösen. Fig. 125 S. 98.) 

* 19G. Aufgabe. Durch einen Punkt innerhalb eines Kreises 
sind die Sehnen AB und CD gezogen. Es ist OÄ = 2,4, OB = 3,1, 
0C= 4,5. Wie groCs ist OD? 

Man verbinde Ä mit C und D mit B. Dann ist 
OÄ oc 
' ÖD- " 



OCAr^ OBD und darum ~ ^ j^ oAqv A ■ OB = OC ■ OD. 



Die Zahlenwerte orgeben OD = -^-r^- 

* 197. Aufifolie. Man wiederhole die vorige Aufgabe, wenn 
aufserhalb des Kreises hegt und wenn OA. = 6,8, OB = 13,4, 
00 = 4,9 ist. 
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198. Aufgabe. Man zeichne den Ausdruck x = \/a^ -\- ö=. 

Lösung. Ich zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Ka- 
theten a und h sind. Dann ist die Hypotenuse gleich I/ÖM-"^- 
(Ähnlich bestimme man x = |/'a* — 6=.) 

* 199. Atifgabe. Man zeichne 

Anleitung. Von den Schenkeln eines beliehigen Winkels mache 
man den einen gleich b, den andern gleich a, vorlängere a um c 
und ziehe eine zweckmäfsige Parallele. (S. auch unten 8. 98.) 

* 900. Aufgabe. In dem gleichschenkligen Dreieck ABC ist 
der Winkel an der Spitze Ä gleich 36'^. Man halbiere den ^1 B 
durch BD und zeige durch die Methode der Winkelberechnung, 
dafs ABCc^ BDC ist. 

* SOI. Aufgabe. Man fälle in dem rechtwinkligen Dreieck AB 
die Hypotenuaenhöhe AD. Es ist zu zeigen, dals ABC c^' DBA 
c^ DAG ist. 

Anleitteng. Man benenne 2^ B mit ß und wende dann die 
Methode der Winkelberechnung an. 

Anmerkung. Hieran knüpfen sich passend Anfgaben aber Berechnung 
von Strecken, z.B.: Es sei BG = ö, AB — i. AC — Z; man suche die Länge 
der Höhe AD, die Gröfse von BD und CD. 

Es empfieMt sich, zuerst rechnend vorzugehen (drei Gleichungen mit drei 
Unbekannten}. Die Berechnung mit Hülfe von ahnlichen Dreiecken läfet dann 
den greisen Vorteil der Ähnlichkeitemethode besonders deutlich erkennen. 

203. Aufgabe. Man verbinde die Ecken eines Dreiecks mit 
dem Schnittpunkt der Mittellinien und zeige, dafs die Dreiecke 
BO'C, COÄ und AOB gleichen Inhalt haben. 

Anleifung. Man ziehe eine MitteUinie, etwa AD, und ver- 
binde B und C mit 0. Darauf fälle man von A und auf B C 
die Senkrechten AE und OF. Dann liegen ähnliche Dreiecke 
vor, aus denen man schliefst OF ^ 'K '^^- ^^™^r wende man 
Lehrsatz 50 S. 75 an. 

* a03. AttfgifÜe. Der Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks ist 
gleich 10. Man berechne die Seite, die Höhe und den Kadius des 
umbeschriebenen Kreises. 

204. Aufgabe, Wann sind zwei Rhomben einander ähnhch ? 

205. Aufgabe. Man wiederhole die Aufgabe, ein Dreieck in 
«^ kongruente Dreiecke zu zerlegen. 

206. Aufgabe, Man zeige mit Hülfe von ähnlichen Drei- 
ecken, dafs die Seiten desjenigen Parallelogramms, das man 
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durch Verbinden der Mittelpunkte der Seiten eines gegebenen 
Parallelogramms erhält, gleich den halben Diagonalen des letz- 
tem sind. 

207. Aufgabe. Es ist nachzuweisen, dafs das vorhin genannte 
Parallelogramm gleich der Hälfte des ursprünglichen ist. 

SOS. Aufgabe, Man zeige, dafs in einem Tangentenvier- 
ecke (einem dem Kreise umbeschriebenen Viereck) die Summe 
zweier Gegenseiten gleich der Summe der beiden andern Gegen- 
seiten ist. 

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist zu beweisen. — Wann 
ist ein Parallelogramm ein Tangentenviereck? 

209, Aufgabe. Es ist zu zeigen, dafs der Inhalt des Drei- 
ecks ABC ^ -r ac ist, wenn 2^ ß ^ 30" ist, 

210. Aufgabe. Man beweise mit Hülfe von ähnlichen Drei- 
ecken den Satz von den Mittellinien. 

Lösung. Ziehe ich die Mittellinien BE und CF (Fig. 112) 

und verbinde E mit F, so ist A ÄFF r-j ABC; denn da 

AF 1 , ÄE 1 ■ , ÄF AE 

— - -2- und j^ = ^, so ist 3^ = ^ 

AF AB 




also in dem Verhältnis zweier Seiton überein. 
Aufserdem haben sie noch den 2i Ä gemein- 
sam. Sie sind also ähnlich nach dem 1. Krit. 
Aus der Ähnlichkeit folgt X i^ = ß, d. h. 
FEistparaUel-BC. Da femer -4i^ = y ^J5 
ist, so ist auch FE = -^ -ß C (vgl. Aufg. 190). 
^'^' "'■ Nun ist /\FOE^ GOß (2. Krit.) und darum 

ist 0F=\0C und OE = ^OB, da FE = ^BCifii. 

211. Aufgabe. Man zeige, dafs der Inhalt eines Dreiecks 
^ a- p ist. 2« = » + 6 + c (S. 69). 

* 313. Attfgabe. Man zeige, dafs der Inhalt eines Dreiecks 
gleich |/<r>-«)(*-6)(,T-c) ist. 

Lösung. In der Fig. 98 S. 70 ist A -F B -^ /iTß ^ und darum 



y p. = {t - b) {a 
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Der Inhalt des Dreiecks ist aber QBA + QCA — QBC 
= "o- lö- ■ c + y |0„ ■ h — g- /<„ ■ et — /3„ {(T — ffl). Nennen wir 
den Inhalt I, so haben wir (vgl. Aufgabe 211) I =^ p. t und 
I^^ f,„{a — a). Daraus folgt durch Multiplikation: 

oder da p ■ p„ ^ (<t — b} (rr — c) ist, 

p = „ ( ^ - g) (^ - h) (<r - c) 
oder /=|/\,(^_„) (^_6) („_c). 

A.ntneyJtmng. Die mit einem * versehenen Aufgaben sind hei der Wieder- 
holung im zweiten Jahrgange zu lösen. 
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Leliraufgabe der Untersekunda. 



Vorbemerkung. 
Die gesamte Ahnlichkeitölehre ist zunächst zu wiederholen, 
jei sind die im Vorjahre ühergangenen Aufgahon zu iRsen, 

§ 30. Aufgaben über die regelmäl'sigen einbeschriebenen 
und umbescliriebeneii Vielecke. 



Viereck 



213. Aufgabe. In einen Kreis ein re^ 

beschreiben. 

Lösung. Man ziehe zwei senkrechte Durchmesser ÄX und 
B T; dann ist ABXY ein regelmäfsiges Viereck. Bedeutet näm- 
Kch den Kreismittelpunkt, so folgt aus der Kongruenz der Drei- 
ecke ^05, £0X, ATOFund YOÄ,dR(sAB = BX=XY= YA 
und dafs 4_A = B = X=Y ist. 

214. At^gabe. In einen Kreis ein regelmäfsiges Sechseck zu 
beschreiben. 

Anleitung. Man ziehe drei Durchmesser, von denen je zwei 
aufeinander folgende einen Win- 
kel von 60** bilden. 

215. Aufgabe. In einen Kreis 
ein regelmäßiges Achteck, Sech- 
zehneck u. s. w. und ebenso ein 
regelmäfsiges Zwölfeck u. s. w. zu 
! beschreiben. (Vgl Aufgabe 87 f. 
S. 45 und 46.) 

21G. Aitfgahe, Man beweise die 
Richtigkeit nachstehender Aus- 
drücke: 1, Si^= r |/ 2^; 




3. SB - r; 4. s^ -■ 



1/ 2 ; _ 

= r|/ 3" 
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Hierin bedeuten .%, .% u. s. w. die Seiten des regelmäfsigeii 
einbeschriebenen Vierecks, Achtecks u. s. w. 

Afdeifitng. Dafs Si = ri/2 ist , folgt unmittelbar aus dem 
Pythagoreischen Lehrsatz. Um Sg zu berechnen, beachte man, dafs 

(Fig. 113) ÄE = l- r \/2, Oi^ = ]/" r^ — -i- r2 = -i- r 1/ 2, 

ED^r—^r |/ 2 ist. 

217. Aufgttbe, Man berechne die Seite Sa„ des einbeschriebenen 
Vielecks aus der Seite s„ des einbeschriebenen Vielecks von halber 
. Seitenzahl, 

Löminff. Es ist (Fig. 116) AB = s„, AE = Sj,,. OD sei 
mit X bezeichnet. Dann ist s\, "= ~t' -\- f^ n~ ^^ — 2r x. 
Da aber x^ = r^ — ^ und somit x = -j [/ ir^ — " 
giebt sich nach einigen Umformungen die Formel: 



■ ist, 



. = - 1/^-1/* 



218. Auff/abe. Man zeichne das regelmäfsige umbeschriebene 
Vieleck aus dem regelmäfsigen einbeschriebenen Vieleck von gleicher 
Seitenzahl, 

LösimMj. Man ziehe die Tan- 
genten in den Eckpunkten des 
ein beschriebenen regelmäfsigen 
Vielecks, Der Beweis der Rich- 
- B tigkeit gelingt durch kon- 
gruente Dreiecke. 

Mg. 114 stellt das umbe- 
schriebene regelmäßige Sechs- 
eck dar. 

319. Aufgabe. Man berechne 
die Seite S„ des umbeschrie- 
' benen regelmäfsigen Vielecks 

aus der Seite s„ des regel- 
mäfsigen einbeschriebenen Vielecks von gleicher Seitenzahl. 

Lösung. In der Fig. 115 S. 90 ist Ä^AF r^ AOP und darum 
AP : AiA =OP:r oder - : ^ = OP:r oder s„ : S„ = OP: c 




Nun ist aber OP = 



1/ 4r= 



—^ und dai 



L -S^., = 



1/4H 
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220. Aufgabe. Man berechno 
den Umfang des regebnälsigen ein- 
beschriebenen 9 6 -Ecks. 

Anieitunff. Diese Berechnung, 
welche zuerst von Archimedes 
ausgeführt worden ist, geschieht 
mit Hülfe der in Aufgabe 217 an- 
geführten Formel. Don Ausgangs- 
punkt bildet % = r. 

221. Aufgabe. Man löse dieselbe 
Aufgabe für das umheachriebene 
regelmäfsige 96-Eck. 



§ 31. Berechnung der Zahl j:. 

Die vorigen Aufgaben liefern als Ergebnis: 

Umfang des einbeschriebenen 96-Eeks ist 6,28206»-; 

Umfang des umbeschriebenen 96-Bcks ist 6,28542 r. 

Diese Zahlenwerte stimmen auf zwei Decimalstellen überein. 
Eine viel gröfsere Übereinstimmung wird eintreten, wenn man 
fortfährt, die Seitenzahl zu verdoppeln. 

Geht man von einem andern regelmäfsigen Violeck aus, z. B. 
vom Viereck, so erhält man bei hinreichender Verdoppelung der 
Seiten ebenfalls die angeführten Zahlen. 

Hieraus lernen wir zweierlei: 

1. Die Umfange der einbeschriebenen und der entsprechenden 
umbeschriebenen Vielecke nähern sich bei hinreichender Verdop- 
pelung der Seitenzahl einer und derselben Grenze. 

2, Diese Grenze ist stets dieselbe, von welchem Vieloek man 
auch ausgehen mag. 

Die Sohulmatliematik braucht sich, anf nähere Erörterungen nicht einzulassen. 

Zwischen den Umfangen der ein- und umboschriebenen regel- 
mälsigen Vielecke liegt nun, wie ims die Anschauung lehrt, der 
Umfang des Kreises. Letzterer deckt sich hinreichend genau mit 
dem Umfang eines Vielecks, wenn die Seitenzahl sehr grofs ge- 
worden ist. Man hat für den Umfang eines Kreises, dessen Ra- 
dius 1 ist, zur Abkürzung die Bezeichnung 2 tt gewählt ; t: selbst 
ist also der halbe Umfang oder auch, wie wir sehen werden, der 
Inhalt des Kreises, wenn r ^ 1 ist. 
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Um die Zahl tt zu berechnen, genügt also das Archimedische 
Verfahren. Hier sollen, der bequemem Rechnung halber, noch 
zwei andere Methoden mitgeteilt werden. 

1. Bedeutet a den Umfang des regelmäfsigen eiiibeschriebenen 
Vielecks, das n Seiten bat, c den Umfang des zugehörigen einbeschrie- 
benen Vielecks mit doppelter Seiten- 
zahl, und sind b und d die Umfange 
der zugehörigen umbeschriebenen 
Vielecke, so ist (Fig. 116) 

AC= 1^; AG = GE = -^ 
und darum AC : AD ^= b : a. 
Da CGE^ CAD ist, so folgt: 
GC:GE = AC:AD, 
oder da GE= GA, 
GC:GA = AC:AD = h: a. 
Hieraus ergiebt sich: 

oder 4 ^ "<it- 




GC-^ GA 

2AG 
und hieraus d = — rr 



a + b 



■ (1) 

Ferner folgt aus der Ähnlieh- 
koit der Dreiecke GHA und EDA: 



AG : AH= AE : AD, oder da AH = 



r AE ist, 



2AG : AE = AE : AD oder d : c = c : a 

und somit c = l/^ (2) 

Zum Gebrauch der beiden Formeln diene folgendes: 
Man berechne zuerst den Umfang eines beliebigen regel- 
mäfsigen einbescbriebenen Vielecks, z. B. des Vierecks, dann das 
Gleiche für das zugehonge umbe=!chneben6 Viereck, Formel (1) 
liefert dann den Umfang de', umbescliiiebenen Achtecks und 
Formel (2) den Umfang deu embeschnebenen Achtecks. Dieselben 
Formeln erlauben dann weiteihm die Ümlänge der Vielecke zu 
bestimmen, die durch Veidoppelung dei Seitenzahl aus dem Vier- 
eck entstehen, 

2. Bedeuten A, G, B, D die Inhalte der Vielecke, deren 
Umfange vorhin mit », c, 6, d bezeichnet wurden, so ist (Fig. 116): 



lo^. 



, lo^E 



loAc = ■■, 



■ in 
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Zunächst ist nun B :C^= OC: OE. Diese Verliältnisgleichnng 
folgt aus: Io^c = Y 00- ÄD, lo^. = \ OE ■ ÄD. 

Es ist aber OC \ OE = OC : OÄ, 

und da OAC^^ ÄDO ist, 

OC: OÄ = AC:AD. 
Da ferner AC : AD =^ CG : G A, so gewinnt man: 
B:0=CG -.GA «ier {B + C):'iC= AC:2GA. 
Anderseits ist B : I> =^ AG : 2 AG (zu begründen wie vorhin) 
und darum B : J) = {B + C) ■.2C 

oder ^ ~ß:,- c ^^^ 

Weiterhin ergiebt sich: 

A:C=OD:OE=OD:OA, 

C:B= OE: OC = OA: OC. 

Da aber OD : OA = OA : OC ist (ähnliche Dreiecke), so folgt; 

C = [/AB (4) 

Aus (3) nnd (4) folgt D = |^- 

Beispiel. Geht man vom Sechseck aus , so ergiebt sich für 
den umfang des Kreises mit dem Radius r: 
Umfang des einbeschriebenen. Umfang des umgeschriebenen Vielecks: 
3,0000000 -Sr 3,4641016 • 2r 

3,1058285 3,2163903 

3,1326286 3,1696600 

3,1393502 3,1460863 

8,1410320 3,1427147 

3,1414525 8,1418731 

3,1416577 3,1416628 

8,1415839 3,1416102 

3,1416905 3,1415971 

3,1415921 3,1415938 

3,1416925 3,1415930 

3,1416927 3,1415928. 

Die Übereinstimmung bis auf sechs Decimalstellen tritt beim 
12288-Eck ein. Die Rechnungen sind mit abgekürzter iMulti- 
plikation und Division ausgeführt. 

Nach der zweiten Methode erhält man für den Inlialt des 
; mit dem Radius r ausgehend vom Viereck; 
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Inhalt lies einboselmelieiien, Inhalt des umheschriehenen Vielecks; 

2,0000000 r2 4,0000000 r^ 

2,8284271 3,3137085 

3,0614674 3,1825979 

3,1214451 3,1517249 

3,1365485 3,1441184 

3,1403311 3,1422236 

3,1412772 3,1417504 

3,1415138 3,1416321 

3,1415729 3,1416025 

3,1415877 3,1415951 

3,1415914 3,1415933 

3,1415923 3,1415928 

3.1415925 3,1415927 

3.1415926 3,1415926. 
Geschichtliche Anmerkttni/' Archimedes fand , dafs a- >» 3 ; 

id < J -=- sei jT = 3 -=- heiliSt das ArchimeÜwohe Verhältnis Metit 



(um 1550) fand n = t-j-^ Bald nach ihm berechnete Ludolf Tan Genien 



113 

TT bis auf 35 DBCimalstelleu Ihm zu Ehren nennt man tt vielfach die Ludolf- 
sohe Zahl In neueier Zeit ist der Wert v n t anf 700 "^teilen mit Hülfe der 
Analysia IjLstimmt worden 

Ubei dif Natnr ier Zahl -c siehe , rrigonometiie" '^ 40 

§ 32 Umfang imd Inhalt des Kieises 

Nach den EntwiLklungon des saugen Parimaphen fanden 
wir, dafö der Inliait I und der Umfang u wntb Krei^eb mit dem 
Radius / duich die Formeln gegeben werden 

1=^ t'r, V =^ 2i r 
Für n erhalt man bis auf 20 Stellen genau den ^Vert. 
71 =3,14159 26535 89793 23846 . . . 

Man kann diese beiden Formeln aufeinander zurückführen. 
Zu diesem Zwecke beschreibe man um den Kreis ein regelmäfsigee 
Vieleck, nenne seinen Umfang u und seinen Inhalt /. Dann ist 
für das Vieleck 1 = -^ tu. Da die Formel für jedes Vieleck 
gilt, welches dem Kreise umbeschrieben ist, so gilt sie auch für 
dasjenige mit unendlich grofser Seitenzahl, also für den Kreis 
selbst, 

A.ncli Itnnn man die Kreisfläche in unendlich viele unendlich kleine Sek- 
toren zerlegen , jeden Sektor als Dreieck und zwar mit der Höhe )■ auffassen, 
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wodurch, der Inhalt des kleinen Sektors 
^ r ■ AB wird. Fig. 117 l)ringt dieses 
Verhalten znr Anschauung. Bildet man 
die Summe der Sektoren, so wird wie oben 

I=-^-ru. Vgl. „Stereometrie" S. 13, 
Aufgabe. Man zeige, daXs 
Inhalt eines Kreissektors 

*'^ ^ ' S6Ö ^*' '^^^'^ ^^^ Centriwin- 
kel gleich « ist, 

Anleitttng. Ist der Centriwinkel 
i"s- "'■ 1 0, so ist der Inhalt -' ^■ 

323. Aufgabe. Man hestimme Segmente, deren Inhalt ohne 
Trigonometrie mit Hülfe von Quadratwurzeln berechnet wer- 
den kann. 

Anleitung. Der Inhalt eines Segments ist gleich dem Kreis- 
sektor vermindert um das Dreieck, dessen Seiten die beiden Radien 
und die zum Sektor zugehörige Sehne sind. Die Inhalte beider 
lassen sich aber nur dann in der verlangten Weise bestimmen, 
wenn der Centriv/inkel einer von den Winkeln ist, die nach Auf- 
gabe 86 hergestellt werden können. Vgl. übrigens § 34. 

324. Aiifgabe, Einen Kreis zu zeichnen, der gleich der Summe 
oder Differenz zweier gegebener Kreise ist. 

Anleitung. Der Ausdruck x^tc = (r^ dz p^)i: ist zu zeichnen. 
(Aufgabe 198.) 

22S. Aufgabe. Durch koncentrische Kreise einen gegebenen 
Kreis in drei gleiche Teile zu teilen, 

Anleitung. Sind x und y die Radien der gesuchten Kreise, 

so kommt es auf die Zeichnung von ^ ^= — s— und —_ ^^ —^ an. 
(Aufgaben 188, 199.) 

326. Aufgabe. Zwei gleiche Kreise gehen gegenseitig durch 
ihre Mittelpunkte. Man berechne das beiden gemeinsame Stück. 

227. Aufgabe. Drei gleiche Kreise berühren sich von aufsen; 
es ist die Gröfse des zwischen ihnen liegenden Stückes zu berechnen. 

AnmerleMtig. Auf die Beziehungen der regelmälsigen Vielecke zum 
Kreiae kommen wir später § 34 zurfick. Einige der dort gegebenen Dar- 
legungen können schon an dieser Stelle erwähnt werden. 
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Lehraufgabe der Obersekunda. 




§ 33. Von den VerliältnisgleicMngeii am Dreieck und Kreise. 
22S. Aufgabe. Bin Rechteck in ein Quadrat gleichen Inhalts 
zu verwandeln. 

Erste Losging. Die Seiten des Rechtecks seien a und i. Ich ver- 
längere BD ^ ö um DC = b {Fig. 118) und beschreibe über BC 
einen Halbkreis. Die auf BC in 
D errichtete Senkrechte schneidet 
den Halbkreis in einem solchen 
Punkte A, dals DA die Seite des 
verlangten Quadrates ist. 

Beweis. Sei i>^ =^ x, 30 ist 

; AB^ -= «3 + x^, 

»■ ^ (7 = 63 + x'^ (Lehrsatz 52 S. 76) 

- AC^ = ßä _|_ j2 _|_ 2ica. Da aber AB^ + AC^ 

',f ist, so folgt {a + &)2 := «a + 62 + 23;3 oder 

x^ = a-h. 

ZiveUe Lösung. In der bei- 
gezeichneten Fig. 1 1 9 ist B C= a, 
D C^= h (umgekehrt wenn h > d). 
Über BC ist ein Halbkreis be- 
schrieben und auf BC in D die 
^C Senkrechtei>J.errichtet. AC^^a; 
ist die Seite des Quadrates. 
Beweis. Es ist AC^ = x^ 
=: J)C^ -\- AD^. Alß ist aber nach der ersten Lösung gleich 
BI)-DC={a — h)b. Darum wird x'^ = b'^ + (a — h)b ^ a-h. 
Das geometrische Mittel x zu zwei gegebenen 
Strecken a und b ist diejenige Strecke, welche der 
Gleichung x^ = a ■ b oder a : x ^^ x -.b genügt. 



und darum AB^ - 

= BC^^(a-\-l 
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Die vorstehenden Lösungen führen zu dem 
63. Lehrsats. In einem rechtwinkligen Dreieck ist 
die Hypotenusenhöhe das geometrische Mittel zu den 
Abschnitten auf der Hypotenuse, und jede Kathete 
ist das geometrische Mittel zwischen der ganzen 
Hypotenuse und dem anliegenden Abschnitt derselben. 
jj Beweis. Die vorige 

Aufgabe enthält den Be- 
weis, Einen andern liefert 
Aufgabe 201 S. 85. Da- 
nach ist ABC •r^ DBA 
^ DAC (Fig. 120). 

Aus der Ähnlichkeit 
der beiden letztern Drei- 
'^' ecke folgt: 

BD: AP ^ AD: CD. 
Aus ABC r^DBA gewinnt man: BC : AB ^ AB : BD, und aus 
ABC^DAC: BC:AC=AC: CD. 

Eine Strecke AB nach innen und aufsen in dem 
Verhältnis m : n teilen heifst, zwischen A und B und 
auf der Verlängerung von AB einen Punkt D be- 
stimmen, so dafs eich DA zu DB verhält wie m zu n. 




ß4. Lehrsats. Die Halb 


erer e 


ne 


s D 


reieckswinkels 




Nebenwinkel 

// / «y^-. 


teilen 


d 


e G 


egenseite nach 
innen und au- 
fsen so, daTs 
sich die Teil- 










Stücke verhal- 




// / 
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ten wie die 
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anliegenden 
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1/ 
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Dreieckssei- 
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D' 


ton. 

Bmveis. Zieht 
man durch C zu 


// 










AB (Fig. 121) 
eine Parallele, 


E 


n«. 121. 








welche die Hal- 
bierer in .E und jE' 



achneidet, und bezeichnet man nach der Methode der Winkel- 
berechnung die Winkel, wie in der Figur geschehen ist, so folgt 
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EC = ÄÜ; ABB r^ ECB 
und darum DB : DG = AB : EC = AB : AC- 
Ebenso ist C^= C^;'; D' B : D' C = AB : AO. 

65. Lelirsatz. Zieht man von einer Dreieokseeke 
Linien zu den Punkten, welche die Gegenseite nach 
innen und aufsen in dem Verhältnis der anliegen- 
den Dreiecksseiten teilen, so halbieren diese Linien 
den Winkel an der Ecke und seinen Nebenwinkel. 
Beweis. In der, Fig. 122 ist jr^ ^= -j-^- An- 
genommen, nicht AD, sondern AE halbiere den 
Winkel A. Dann ist (Lehrsatz 64) y^ = -j^- 
„ , , -DB AB . , . , ^ EB DB 

Da aber auch ^^ = ^^- ist, so folgt -^ = ^-g 

oder db'^ nT;' Dies ist nicht möglich, da der eine 

von diesen Brüchen echt, der andere unecht ist. 

Für den äufsem Teilpunkt wendet man ein 

ähnliches Verfahren an. Vgl. unten S. 110. 

ß6. Lehrsatz. Zieht man durch einen Punkt Gerade, 

welche einen Kreis schneiden, so ist das Rechteck 

gebildet aus den Abständen des Punktes von den Kreis- 

sehnittpunkten von unverän- 

derlicher GröTse. (Potenz am a 

Kreise, Potenz eines Punktes "■ "^-^ ' ' 

Ziehung auf einen Kreis.) 





Üs ist (vgL Aufgabe 196 S. 84) PCA ^ PBD 
(Fig. 123 und 124) und darum PA : PC = PD : PB oder 
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PÄ ■ FB = FC ■ Fit. Dreht man 
FC, bis PC den Ereia in E be- 
rülirt (Fig. 125) , so ist auch 
FE^ = PA ■ FB. 

Hierfür soll auch ein besonderer 
Beweis gegeben werden. 

Es ist A FBEr^ PEA (Lehr- 
satz 39 S. 64) und darum 

FB : FE = FE : FA 
oder PE^ = PA ■ PB. 

229. Aufgabe. Zu zwei Strecken 
a und h das geometrische Mittel 
zu finden, 

Vorhemm^Teung. Die Aufgabe 
ist gleichbedeutend mit Aufg. 228 
^'s- 135. g_ 95_ ])jg daselbst gegebenen Lö- 

sungen gehören darum auch hierher. Lehrsatz 66 liefert die 

aritte Lösung. Auf PB = a trage ich FA = b ab. Die 
Tangente von F an einen behebigon, durch AB gelegten Kreis 
löst nach Lehrsatz 66 die Aufgabe. 

2H0. Aufgabe^ Ein Eechteck mit den Seiten b und c soll in 
ein anderes verwandelt werden, dessen eine Seite die vorgeschrie- 
bene Gröfse a haben soU. 

Vmheinei'leung. Nennt man die unbekannte Seite x, so soU 
sein a • X = h ■ c oder a : b '= c : x. In der letztem Schreibweise 
lautet die Aufgabe: Zu drei Gliedern einer Verhältnisgleichung 
das vierte zu finden. 

m-ste Lösung. Aufg. 199 S. 85. 
Zweite Lösung. Nach Lehr- 
satz 54 S. 81 erkennt man die Lö- 
sungen aus beistehender Fig. 126. 
IH'Ute Lösung. Man zeichne 
nach Fig. 123 bezw. 124 PC=h, 
^ (^ Ji c FD = c,FB = a. Dann ist PA 

^'^- '''■ die Lösung. 

231. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen aus /9, y, a. 
Lösimg. Ich zeichne ein Dreieck BFE {Fig. 127), in welchem 
^ B —■ ß, 2i P' ^ T ist. Dann vorlängere ich B F bis C, so daCs 
BC =^ a wird. Die Parallele zu FE durch C liefert A. 




y Google 




Der Beweis folgt aus ähnlichen Dreiecken. 
Besprechung dieser Lösung. Die angewandte 
Methode heilst Methode der Ähnlichkeit. Sie 
besteht darin, dafs man ein Dreieck zeichnet, 
welches dem verlangten ähnlich ist und darin 
eine Strecke (Seite, Höhe u. s. w.) der gege- 
benen gleich macht, 
^''•'"- Die Methode der Ähnlichkeit kann 

man stets anwenden, wenn zwei Winkel des Dreiecks 
gegeben sind. 

233. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen, von dem zwei Winkel 
und irgend eine Strecke {K, #» u. s. w.) gegeben sind. (Methode 
der Ähnlichkeit.) 

233. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen , wenn gegeben ist 
ß, ?-, K + h. („100 Aufgaben" S. 39.) 

234. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen aus a,J) :c^m:n, a. 
Lösung. Ich zeichne DBF, in welchem 2i D = a, DF ^ m 

und DB ^ n ist. Dann verlängere ich BF über F hinaus bis 
zum Punkte C, so daCs BC ^= a wird. Eine Parallele durch C 
za DF schneidet die Verlängerung von BD in A. 

235. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen aus a : h ^= m : n, 
b : e ^ n : p, a. 

AnlMUmg. Man zeichne BDF aus m, n, p. Dasselbe ist 
dem gesuchten ähnlich. 

286. Aufgabe. Ein Dreieck aus seinen drei Höhen zu zeichnen. 
M-ste Lösu/nff. Siehe „100 Aufgaben" S. 84. 
ZiveUe Lösung (Anleitung). Man zeichne zuerst ein Dreieck 
aus K, hl,, K, ziehe darin die Höhen x, y, z und zeichne aus diesen 
ein zweites Dreieck. Dasselbe ist dem gesuchten ähnlich. 

237. Aufgabe, In ein Dreieck ein 
anderes zu beschreiben, so daCs die 
Seiten gegebenen Linien parallel wer- 
den. 

Lösung. Durch den beliebigen Punkt 
D auf der Seite AB (Fig. 128) ziehe 
ich eine Parallele zu der einen gegebe- 
nen GerEiden, welche BC in E schneiden 
möge. Sodann ziehe ich durch D und E 
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zu den beiden andern Geraden Parallele. Ihren Sohiiittpnnkt F 
verbinde ich mit B und nenne den Punkt, in welchem die Ver- 
bindungslinie AG schneidet, G. Durch G ziehe ich GH\\ DF und 
GJ\\EF. Das Dreieck G-HJ genügt der Aufgabe. (Auf welcher 
Seite man D annimmt, ist gleichgültig.) 

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dafs //./ || TJFj ist. BFG 
achlägt die Ähnlichkeitsbriicke. Es ist 
einerseits: BF:BG = BD: BH, 

anderseits: BF: BG^BE: BJ, 

iolg]ich BD : BH = BE : BJ, DE || ifJ nach Lehrsatz 55 S. 81. 
238. Aufgabe. Em Quadiat in ein Dreieck, einen Kreissektor, 
ein Kreib'iegment zu beschieiben. 

330. Aufgabe. In em Dieieck einen Rhombus zu beschreiben, 
der einen Winkel mit dem Dreieck gemeinsam hat. 

g40. Aufgabe. Einen Kieis zu beschreiben, der durch zwei 
gegebene Punkte geht und eine gegebene Gerade berührt. 

Löbuny. Die Yeibmdungslinie AB der gegebenen Punkte 
(Fig. 12'JJ schneide die gegebene Gerade in C. Man lege nun 
durch ^£ einen be- 
liebigen Kreis und 
ziehe von C an den- 
. selben eine Tan- 
;e. Daraufmache 
man CD gleich der 
Tangente und lege 
durch A, B, D einen 
j,^ Kreis. Derselbe löst 

die Aufgabe. 
Bewe-ls. Angenommen der Kreis beruhte die Gerade nicht. 
Dann müCste er dieselben in einem zweiten Punkte i>' schneiden. 
Es wäre dann CA -CB^CD- CD'. Da aber CA-CB = CD^ 
ist, 80 müfste CD^ = CD ■ CD' oder OD = CD' sein, was un- 
möglich ist. 

24:1. Aufgabe. Einen Kreis zu beschreiben , der dui'ch zwei 
Punkte geht und einen gegebenen Kreis berührt. 

242. Aufgabe. Das Dreieck ABC durch eine Linie von A 
aus in Dreiecke zu teilen, die sich wie m : n verhalten. 

Anleitung. Die gesuchten Dreiecke haben gleiche Höhen. 
Ihre Grundlinien verhalten sich demnach wie m : n. 
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Jldii If^e ilurch h emo Lmip luf dei min m ^heiiiander m 
und n abtiagt ^eibiude den letzten Punkt iiut l und ziehe eine 
geeignete Paiallele 

34d Aufgabe Man tiage auf einei treiaden A \ die Strecken 
m n p ä)a und ziehe dmch die Endpunkte Paiallele. Man zeige, 
dafs jede duich 1 gehen 1p Geiade duieh dieselben in Stücke 
geteilt wild de im Vfibütnib ■von in n }i stehen 
j^ m n p \ inieitttng. Man ziehe geeignete 

Paiallele (Fig IdO) und beweise 
die Wleichbeit dei Verhältnisse 
durch ähnliche Dreiecke, 

Diese Aufgabe ist die Verall^ 

gemeinerung der Aufgabe: Eine 

Strecke in gleiche Teile zu teilen, 

244. Aufgabe. Man löse die 

^* Verallgemeinerung der Aufg, 242, 

245. Auft/abe. Es ist in einem Dreieck ^ = 2 ;-; man zeige, 

dafs l) p ~ q= c; 2) (i = 2 (>* ~" ^)' 3) ^ = y (« + c); 

4) 2^ {ha, ma) "=-^7 ist. (Methode der Winkelberechnung.) 

Aufgaben. Man zeichne ein Dreieck , in welchem /9 ^ 2 7- 
sein soll, wenn gegeben ist: 

24e. h, c; 34.7. h^, ma; 348. h„, p — q; 249. « + e, K; 
250. p, q. 

MfkKia%mg. Eine Strecke ist nach dem goldenen 
Schnitte geteilt, wenn sie sich zu dem gröfsern Teil- 
stilcke verhält wie letzteres zu dem kleinern, 

351. Aufgabe. 

Eine Strecke 

d, h, nach 

dem goldenen 

Schnitt zu tei- 

n. 

Lösung. Auf 
der Strecke AB 
= « (Tig. 131) 
errichte ich in B 
die Senkrechte 
r und 
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beschreibe um C mit Cß einen Kreis. Die Sekante AC möge 
denselben in D und E schneiden. Der Punkt F &nf AB, für den 
AF= AD ist, teilt AB stetig. 

Beweis. Setzt man AF = AD = x, so ist x {a ^ x) ^ a^ 

oder ic^ + »ic = a^ oder a;^ ^ a (« — ir) oder a : a; = a; : (a — a:}. 

67. Lehrscttx. Die Seite dea regelmäfsigen Zehnecks 

im Kreise ist gleich dem gröTsern Stück des stetig 

geteilten Radius. 

Beioeis. Es sei (Fig. 132) ^ 
= 36", 0^ = 0£ = r. ^ß nenne 
ich X. Halbiere ich nun 2^ J. — 72 o, 
so ergiebt die Methode der Winkel- 
berechnung AG ^ 00 :^ X. Nach 
Lehrsatz 64 ist nun 

AB:AO = BC: OC 
oder X : r ^= (r — x) : x 
oder r : X ^= x: (r — x). 

SÖ2. Aufgabe. Einen Winkel 
von 36" zu zeichnen. 

Lösung. Den Radius OB eines 
beliebigen Kreises (Fig. 133) teile ich stetig durch D. Sei OD ^ x 
Stück. Ich trage dasselbe von B aus als Sehne 
ein und verbinde den Endpunkt A 
mit 0. 2i0 ist gleich 36 «. 

Betveis. Verbindet man noch A 
mit D, so ist (Satz 65 S. 97) wegen 

r : x ^ x:{r — x) 
oder AO-.AB^OB-.BD 
AD Halbierungslinie des 2^ A. 

Aus r : X = X : {r — x) folgt 

ferner OB: AB = AB: BD. Es 

ist somit BAO ^ DBA (1. Krit.). 

Da nun BAO gleichschenklig ist, 

so ist ?Mc\iDBA gleichschenklig. 

Nenne ich nun 2i OBA '2,a, so 

ist auch 4. BT)A =2«. Die Winkel an A und sind ferner 

mit a zu bezeichnen. Es ist dann « =^ 36 °, weil 

« + 2« + 2«== 5a = 1800. 
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§ 34. Beziehung der regelmSrsigeii Vielecke zum Kreise. 

Nach den Aufgaben 86 (S. 45) und 252 sind wir im stände, Winkel 
von 90", 60", 36" mit Hülfe von Zirkel und Lineal zu zeichnen. 
Selbstverständlich können wir auch solche Winkel herstellen, die 
durch Addition und Subtraktion aus jenen entstehen. Von diesen 
ist uns von besonderem Interesse der Winkel 90" ^ 36" ^ 34<>, 
da er wie die vorhin genannten ohne Best in 360" enthalten ist. 

Durch Vervielfachen und wiederholte Teilung durch 2 lassen 
sich weiterhin neue Winkel zeichnen. 

Bis zu Anfang dieses Jahrhunderts kannte man keine weitem 
Winkel, die mit Zirkel und Lineal hergestellt werden konnten. 
Im Jahre 1801 lehrte Ganfs (Disquieitiones arithmeticae) einen 
Winkel von -.■=- zu zeichnen, und er brachte auch den Beweis, 
daCs in gleicher Weise jeder Winkel zu zeichnen ist, wenn er 
, 1 , (jiid bit Hierbei mufs abei 2+1 eine Piimzahl sein, 

£ -\- I. 

' +1 lat enn i einen ungeraden Teilei a enthält alao die Form 
2'^ß -\- 1 hat immer durch 2^+1 teilbar Also mufs n Potenz von ' sein. 
Allem diese Bedingnns, ist nur nutwendig nullit genügend 2 + 1 = 17, 
2 '+ 1 — 257 2 '+ I — 65 537 sind Primzahlen 2^= + 1 ist t illar durcli 
641, wie Euler gezeigt hat im Gegensitz au einer Behauptung Fermate. 

Die Zeichnung voigenanntei Winkel gestattet, folgende üruppen 
regelmäfsiger Vielecke heizustellen : 

1. Das Viereck, Achteck usw. 

2. Das Sechseck Dreieck u s. w. 

3. Das Zehueck, Fünfeck u, s. w. 

4. Das Fünfzehneck, Dreifsigeck u. a. w. (durch Zeichnung 
i' eines Winkels von 24"). 

Wn ■werlen nun ze gen dals 
man um und injtde regUmaC ige 
Vieleck einen Kl ei'b 1 eschreiben 



Zum Nachweise duifen wii 
wie au=i der nach lebenden Be 
wei^ifuhrung sich eigieht tm be- 
hebigeis legelmalsiges Vieleck 
annehmen. Es sei das Fünfeck 
^BCi)i/(Fig. 134) gewählt. Ich 
halbiere i^ A und 4; B und ver- 
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binde den Schnittpunkt mit den Ecken. Dann ist im Dreieck 
JOS 4. A = B = W> und darum OA = OB. Ferner ist Drei- 
eck AOB ^ BOC (1. Krit.) und somit 0A=^ 0B== OC. 

Auch folgt aus der Kongruenz, dafs 2^ OCB = 54", und unter 
Verwendung dieses Umstandes, dals überhaupt alle fünf Dreiecke, 
die man durch Verbinden von mit den Eckpunkten erhält, kon- 
gruent sind. Somit hat von den Eckpunkten gleiche Entfer- 
nung, ist Mittelpunkt des umbesehriebenen Kreises. 

Fällt man femer von auf die Seiten die Senkrechten, so 
läfst sich durch kongruente Dreiecke nachweisen, dafs dieselben 
unter sich gleich sind. Punkt ist demnach auch Mittelpunkt 
des einbeschriebenen Kreises, da er von den Seiten gleichen Ab- 
stand hat. 

Mit der Zeichnung regelmäisiger Vielecke ist zugleich die 
Aufgabe gelöst, die Kreisperipherie in gleiche Teile zu teilen. 
Dies folgt unmittelbar aus der Zeichnung, da zu gleichen Contri- 
winkeln auch gleiche Bogen gehören. 

Die Aufgaben: Winkel von vorgeschriebener Gradzahl zu 
zeichnen, regelmäfaige Vielecke herzustellen, die Peripherie des 
Kreises in gleiche Teile zu teilen, sind also ganz verwandte Auf- 
gaben. Sie bilden den Ausgangspunkt für sehr wichtige Unter- 
suchungen in der Zahlentheorie. 

2&3. Avfgahe. Man beweise, dals regelmäfsige Vielecke mit 
gerader Seitenza^hl einen Mittelpunkt besitzen. (Vgl. Übunga- 
lehreatz 5 und 6 S. 43.) 

§ 35. Vermischte Aufgaben. 
254:. Aufgabe. Man zeige die Richtigkeit der Pormel 

Anlegung. Man zeichne Dreieck ADC, worin AD Durch- 
messer des umbesehriebenen Kreises ist, und ziehe die Höhe 
AE == K Dann ist ABC ^ ABE und darum c : 2r = A. : &. 
Hierin ersetze man ä. aus der Formel 21^ a ■ K. 

13. ÜbungsleJi^fsats. Stimmen zwei Dreiecke in einem 
Winkel überein, so verhalten sich ihre Inhalte wie 
die Produkte aus den Seiten, welche den Winkel 
bilden. 

AnleiUmg. Man ziehe in beiden Dreiecken solche Höhen, 
daEs rechtwinklige Dreiecke entstehen, in denen der gleiche Winkel 
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vorkommt. Dann bilde man den Äusclmck für den Iiiiialt und 
beachte, daXs ähnliche Dreiecke vorliegen. 

2S3. Aufgahe, Es sind folgende algebraische Ausdrücke zu 
zeichnen: 1) x^ ^ ab -\' cd; 2) a; ^ tj; 3) a; = tj; 4) x^ = -^; 

Hierbei sind a, h, c, d, e Strecken, m, n, p, q, Zahlen. 

AtdeOtiing sii 1. Man bestimme za ah und cd ]& das geo- 
metrische Mittel u und v. Dann ist ic^ = w^ + «^ «nd nach dem 
Pythagoreischen Lehrsatz zn zeichnen. Ein anderes, allgemeineres 
Verfahren besteht darin, dafs man y ^ — bestimmt. Dann wird 
3^ ^ yc -\- cd ^^ c iy -{- d). Die Gröfse y ^ d läfst sich zeichnen; 
sie sei gleich z. Dann "wird x^ = c • z. 

Anleitung au 2. Man zeichne y = ~jr- Dann wird x ^ -r 
und kann ebenfalls gefunden werden. 

Anleitung sm 5. Man setze a^ -\- pa^b ^ a^(a -\-p h). Es ist 
a-^pb herzusteilen und sei « benannt. Der Nenner bekommt dann 
die Fonn: a^u + qh^. Nun zeichne man v = -j^"- Dann wird 
der Nenner gleich «i^ + gÖ^ = t^ (^' + qh) ^ b^ ■ w. 

256. Aufgabe. Man zeichne x =^ "[/ 1 + ]/ 2 + "j/s + 1/5; 
Welche Gleichung 16. Grades ist also geometrisch mit Zirkel und 
Lineal lösbar? 

257. Aufgabe. Man gebe die geometrische Lösung der Glei- 
chungen: x^ ^- ax = 62; 2x^ + 3 (fl ~ x)2 =- m^. („100 Auf- 
gaben" S. 47.) 

258. Aufgabe. Man zeichne von den Strecken a, h das geo- 
metrische, harmonische und arithmetische Mittel. 

Anmerkung. Das harmonische Mittel ist . , , das arithmetische 
Mittel ^4-^- 

Aufgaben. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 259. «, /9, 1; 
260. a, K, I; sei. a, h, J; 262. a, p, p„; 263. a, p, J. 

264. Aufgabe. Ein Dreieck in ein gleichschenkliges zu ver- 
wandeln. Die Grundlinie soll bleiben. 

265:. Aufgabe (unbestimmt). Ein Dreieck in ein anderes zu ver- 
wandeln, dessen Grundlinie eine vorgeschriebene Gröfse haben soU. 



y Google 



- 106 - 

SOO. Aufyabe, Dreieck ABC in ein anderes zn verwandeln 
mit Beibehaltung des Winkels A^ so dafs die Grundlinie die 
Gröfse d erhält. 

267. Aufgabe. Ein Dreieck zu zeichnen aus a, a, bc ^ m'^. 

Anleitung. Man kennt den Inhalt des gesuchten Dreiecks 
nach tJbungslehrsatz 15. 

S68. Avfgabe. Eine Strecke im Verhältnis von m^ : n^ zu teilen. 

Anleitung. Man zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, dessen 
Katheten m und n sind, fälle die Höhe und nenne die Teile der 
Hypotenuse x und i/. Darauf teile man die Strecke in dem Ver- 
hältnis ^ y Vgl. Lehrsatz 63 S. 96. 

MO. AufgaX>e. Durch den Punkt F ziehe man eine Linie, 
welche von dem Winkel XJ,F ein Dreieck ^BC von gegebenem 
Umfange abschneidet. 

Anleitung. Man zeichne den oinbeschriebenen Kreis. 

270. Aufgabe. Dieselbe Aufgabe soll gelöst werden unter 
der Abänderung, dafs das Dreieck den gegebenen Inhalt g^ habe. 
(„100 Aufgaben'^ S. 90.) 

Aufgaben, Ein Dreieck zu zeichnen aus : 271. a-^'b,a-\-c.,a; 
272. a, ß, L + h; 373. a, ß, K + K; 374. a, ß, Ä„ — h- (Ähn- 
lichkeitsmethode. „100 Aufgaben" S, 41.) 

275. Aufgabe. ManleitedieFormelab:2&2 + 2c2 = 4(„2-|-»2. 

Anleittmg. Man ziehe A„ und nenne x das Stück zwischen 
den Endpunkten von („ und Ä„, Dann ist x^ + h^ gleich t^^. 

( 3 + xj + Ä„2 = h^; (1 - a;)' + hj^ = c\ 
Weitere Ableitungen siehe „100 Aufgaben" S. 12. 

376. Aufgabe, Auf der Strecke BC ^ a einen Punkt D zu 
bestimmen, so dafs D B^ -\- D C^ ^^ m^ wird. 

Anleitung. Die algebraische Lösung ergiebt zwei Punkte, 
die der Aufgabe genügen. Nennt man sie D und D^ , so ist 
BD = CDt. („100 Aufgaben" S. 50.) 

7. Der geometrische Ort aller Punkte, für welche 
die Summe derQuadrate ihrer Entfernungen von den 
Endpunkten der Strecke a gleich m^ ist, ist der Kreis 
über DDi als Durehmesser, wenn für D und D^ eben- 
falls die Summe der Quadrate gleich m^ ist. 

Beweis, I> und D^ sind nach der vorigen Aufgabe bestimmt 
und über DD, als Durchmesser ein Kreis beschrieben. 
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Es ist, wenn man den Radius des Kreises r nennt und BC 
mit a bezeichnet, PB^ + PC^ = 2r^ + y- (Aufgabe 275.) 

Ferner ist BJ)^ + iXT^ ^ (« _ rf + (|- + rf = 2r^ + f ■ 
Folglieh hat man PB^ + Pö^ = BD^ + DC^ = mK Für 
einen Punkt P-i innerhalb oder aufserhalb des Kreises kann 
nicht P^B^ + PiC3 = m^ sein; denn aus Pj ß^ + p, C« 

= 2PiO^ + y, wenn Mittelpunkt des Kreises ist, würde 
folgen PiO ^ POf was unmöglich ist. 

Aufgaben. Ein Dreieck zu zeichnen aus: 37'?'. b^ -|- c^, a, A,; 
278. b^ + cS, a, i„; »79. (i, 6'' + c^, &ä _ c^; SSO. a, ^, b^ + cK 

281. Aufgab, In dem Dreieck ^BC ist /9 =: 2;-; man zeige, 
dafs 52 ^ c (» + c) ist. 

Anleitung. BT) halbiere ß, AD sei x genannt; dann ist 
CD= b — x, BD = 6 — a; und ADB r^ ABC. (Methode der 
Winkelbereehnung.) 

Es ergiebt sich: _ = — (Winkclhalbiercr) ; ^ =^ i ■ 
X wird entfernt. 

383. Aufgabe. In dem Dreieck ABC'iät ß ^ 3 ^,- man zeige, 
dafe = ,, _j -ys ist. 

^nl&j^ng'. Kach der Fig. 135 ist: 
A l. = — (Winkelhalbierer) ; 

2. y'^ ^ X (b — c -\- x) (vorige Aufgabe 
angewandt auf BDE); 

3. 2. ^ (Winkelhalbierer). 

Die Fortschaffung von x und */ gieht : 

T = (6-.). ■ «der: - + 1 = j^— =, 

oder: 'v- = C&^V 

AnmerJcUfti/. Ist ^ =: 3^, so ist a ^ 180" — 4;-, 
Flg. 135. also „eim a ^ 6 ist, 180 » — 4 ;• = 3 ;-, ;• t= ^. Daher 

hängt die Sielienteilimg dea Kreises ftb von der Lösung der Gleichung 

oder: (x^ — 1) (a^ — 1) = x^- x^ — 2x^ — :c + 1 = 0. 
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Ist ß = Zr «ad « = c, so ist 180» — 4;- = ;-, ;' := 36", also 
-^ — = Y Tj, woraus eine bekannte Gleichung folgt, 

2*3. A'ufgäbe, Ein Dreieck zu zeichnen, worin ß ^ ?>x i8t 
und von dem b und c gegeben sind. 

Anleitung, Man zeichne ein gleichschenkliges Dreieck, dessen 
Grundlinie gleich h — c und dessen Scheitelseiten gleich c sind. 
Das Weitere ergiebt Fig. 135. 

284:. Avfyabe. In einen gegebenen Kreis ein Rechteck von 
gegebenem Umfange (Inhalte) zu beschreiben. 

285. Atifgabe. Ein Kreis soll zwei Seiten eines Dreieclö be- 
rühren und die dritte unter der Sehne 2 m schneiden. 

Heifst der Radius x, so drücke man die Inhalte der drei Drei- 
ecke aus, welche im Mittelpunkt des gesuchten Kreises zusammen- 
treffen. Soll ein Kreis die drei Seiten unter gegebenen Sehnen schnei- 
den, so wird erhalten : a[/x^~m^-\-b\/x^—- n^-{-cl/x^ ^ p' = 2I; 

x^ — m^ = z^; x^ — n^ = u^; a;^ — ^3 = ■u^, 
also : s^ -\- m^ ^ u'^ -|- «^ ^ „s _|_ ^,2^ mithin v^ und w^ durch e^ 
darstellbar. Dazu linear az -\- bu -if cv =^ 21. Diese allgemeine 
Aufgabe ist in vielen besondern Fällen leicht lösbar. 

SS6. Atifgabe. a, („ h ^= 2 c (rechnerisch zu lösen). 

857, Aufgabe. Ein Rechteck zu zeichnen, dessen Inhalt und 
Umfang bekannt ist. 

16. Übungssatz. In jedem Kreisviereck ist die Summe 
der Produkte der Gegenseiten gleich dem Produkte 
der Diagonalen (Ptolemäischer Satz). 

AnieH^ng. Man drehe (Fig. 123) den Winkel a bei G um den 
Scheitelpunkt C, bis CD in die Lage CB gelangt. Der andere Schenkel 
teilt dann ^5 in zwei Stücke, welche bestimmt werden können. 

388. Aufgabe, x ^ y ^ z = a , xy = i^, X^ -\- y^ ^ z^. 
Geometrisch : Ein rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, dessen Um- 
fang und Inhalt bekannt ist. 

289. Aufgabe, x + s = a, y + z = h, x^ + y^ ^ z^. 

290. Aufgabe. Man beschreibe um die Ecken eines regel- 
mäfsigen Sechsecks mit den Seiten sechs Kreisbogen, die nur inner- 
halb der Figur ausgezogen werden. Wie grofs ist der Inhalt der 
sternförmigen Figur? 

291. Aufgabe. Ein Kreis ist um ein gezeichnetes gleich- 
schenkliges Dreieck beschrieben. Man berechne einen zweiten 
Kreis, der die gleichen Seiten und den Kreis berührt. 
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39S. Auf{fube. Dieselbe Aufgabe ist für ein un gleichschenk- 
liges Dreieck zu lösen. 

393. Aufgabe. Wem ist p p„ pb pc gleich ? 

294:. Aufgabe. In einem Dreieck sinil in A iinil B Senk- 
rechte zu den Seiten Ä C und B C errichtet und bis zum Öclmitt- 
punkte verlängert. Man berechne die Länge derselben. 

395. Aufgabe. Ein Dreieck durch eine Linie, deren Eicli- 
tning bekannt ist, in zwei gleiche Teile zu teilen. 

296. Aufgabe. Ein Kreis ist durch einen Durchmesser und 
eine senkrecht zu demselben gezogene Sehne in vier Teile zerlegt. 
Die vier einbeachriebenen Kreise zu berechnen. 

297. Attfgabe. Ein Kreis und ein Centriwinkel ist gegeben. 
Verlangt wird eine Sehne , welche durch die Schenkel in drei 
gleiche Teile zerfällt. 

398. Aufgabe. Man bestimme den Schwerpunkt des Qua- 
drates, Eeehtecks, ParaUelogranuns. (Teilung durch die Diagonale 
in zwei Dreiecke.) Wo liegt also der Schwerpunkt des allgemeinen 
Vierecks ? 

Die Ecken sind mit gleichen Massen belegt. Man bestimme 
den Schwerpunkt dieser vier Massen; femer den Schwerpunkt 
des Dreiecks, wenn seine Seiten allein berücksichtigt werden. 



§ Sß. Aufgaben niid Lehrsätze Über das Verhältnis 
von Teilstrecken. 

399. Aufgabe. Eine Strecke « nach innen und aufecn im 
Verhältnis von m : w zu teilen. 

m-ste Lösung (geometrisch). In beistehender Fig. 136 ist 
AC^a^AB'^m beliebig gezogen und parallel dazu GG = CE = n. 




Die Punkte D und B, worin FE und FG die Strecke A G sclmei- 
den, leisten das Verlangte. 
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DA 
DC 


Beweis. Es 

m BA 
~ n BC 


ist 


FDA 


- 


■EDC, . 



' BAF und darum 



Einschril/nkunif. Man erhält nur oinen Punkt, welcher eJne 
Strecke nach innen im gegebenen Verhältnis teilt. Denn gäbe 
es zwischen A und C noch einen Punkt x, für den —^ = — wäre, 

~ i T) A D A ^ 

80 müfste -~w = -ß-Q sein, da -^-^ = — ist. Dies ist nicht mög- 
lich; denn aus der letzten Verhältnisgleichung würde durch Um- 
stellung der iniiem Glieder folgen : ^- = ^- Von diesen Brüchen 
ist aber stets einer echt, der andere unecht. Sie können somit 
nicht gleich sein. 

Auch giebt es nur einen Punkt auf der Verlängerung 
von AC, welcher die Aufgabe löst. Befindet sich z. B, in vor- 
stehender Figur ein Punkt x rechts von B, für den —^ = — 

... , . xA BA -, xÄ BA , 

wäre, so muiste sem —7,- = jt^ oder —, ^ = r^-. — j, ,, oder 

' wC BC ccA — xC BA — BC 

j-^ = j-^ oder xA ^ BA, was unmöglich ist. 

Ebensowenig kann ein Punkt $, der links von A liegt, die 
verlangte Eigenschaft besitzen. Denn alsdann müfste -^ ^= -g^ 
oder ein echter Bruch gleich einem unechten sein. 

Wegen der hervorragenden Bedeutung dieser Auigabo soll 
eine zweite, algebraische Lösung gegeben werden. 

Zweite Lüsung. Bezeichnet man AC mit a und die Entfer- 
nung des innem Teilpunktes D von A mit x, ao soll sein _ =^ — . 
Hieraus gewinnt man x = — -r^- 

Wird ferner für den äuCsern Teilpunkt B die Strecke AB mit x-, 
bezeichnet, so hat man die Gleichung ^ = — zu lösen, welche 
Xi ^= ^^ ■ liefert. Setzt man ~ ^ /!, so wird 

An diese Ergebnisse knüpfen wir nun folgende Bemerkungen: 

Die gesuchten Gröfsen x und Xi sind mit den bekannten 

Gröfsen a, m, n durch eine Gleichung ersten Grades verbunden, 



y Google 



d. h. man orMlt für x und a.'i nur je einen Wert, Die Aufgabe 
hat also nur eine Lösung. 

Willkürlich war bei der geometrischen Lösung die Lage 
von AW. Ändert man dieselbe, so beschreiben "F und G oder W 
und E Kreise. Damm kann die Lösung dahin abgeändert werden, 
dafs man um A und C mit m und n Kreise beschreibt, zwei 
parallele Durchmesser zieht und ihre Endpunkte geeignet ver- 
bindet. Man erhält dann auf der Centitile zwei bemerkenswerte 
Punkte, welche der innere bezw. äulsere Ähnlichkeitspunkt 
der beiden Kreise heif&en. 

Die Punkte D und B teilen AC \a demselben Verhältnis. 
Die vier Punkte A, C, D, B heifsen harmonische Punkte, und 
zwar nennt man A und C das eine, B und J) das andere Paar 
zugeordneter harmonischer Punkte. 

Auf die Ähnhchkeitspunkte und die harmonischen Punkte 
kommen wir ausführlich zurück. 

8. Der geometrische Ort aller Punkte, deren Ent- 
fernungen von zwei festen Punkten in dem Verhält- 
nis m : n stehen, ist ein Kreis, der über der Entfer- 
nung derjenigen Punkte E und D als Durchmesser 
beschrieben ist, die BC nach innen und aufsen im Ver- 
hältnis von m : n teilen (ApoUonischer Kreis). 

-^ Beweis. In der 

■/^---";i^^j^^ Fig. 137 teilen D 

I ^„.-"''''^ / V\ ^>-C^ und jG die Strecke 

j^^"^ ^ y^ ^ C~ — " -ß^ ™ Verhält- 

^.^-'^^^ \ nis m : M. Ein be- 

\ liebiger Punkt A 

"^'^' ^'''' des Kreises über 

dem Durchmesser DB ist mit E, B, D, C verbunden und GF 
parallel AE gezogen. Es soll für den Punkt A gezeigt werden, 
dafs AB : AC ^= m in ist und dals kein Punkt P aufserhalb des 
Kreises dieselbe Eigenschaft besitzt. 

_ . , DB m EB m 

Es ist ^^- - -„' ^c = ^ 

j , DB EB , DB DC 

und darum ^ =- ec °^^^ EB = EC- 

Aus ähnlichen Dreiecken folgt aber y.^- = -^-j und - = -^-r- 

Darum ist 



y Google 



Nun ist AGD ^ AFI) (4 Ä'DF = DAE = 90«). AD 

halbiert somit den Winkel BAC und nach Lehrsatz 64 S. 91! ist 

— = —■? = — 
AC DC ~ n' 

Um zu beweisen, daCs ein Punkt aufserhalb oder innerhalb 
des Kreises die Eigenschaft nicht haben kann, wählen wir die 
indirekte Beweisform. 

Es sei für einen Punkt P, der nicht auf dem Kreise hegt, 
-ZT— = — Dann ist auch, da E und D die Gerade .B C im Ver- 



FB 



FB EB 



Darum halbie 



PC 

hältnis m : n teilen, y-r. = n c "^^ 

nach Lehrsatz 65 S. 97 PB und PE den Winkel BPC bezüghch 

dessen Nebenwinkel. Es müssen somit PD und PE aufeinander 

senkrecht stehen, was nach dem Beweise des geometrischen Ortes 5 

nicht möghch ist. 

Aufgaben. Ein Dreieck zu zeichnen aus : 300. a,b:c = m:n, Ä„; 
301. a, b: c = m:n, a. (Vgl. Aufgabe 234 S. 99.) 

Anleitung. Man bestimme A als Durchschnitt zweier geo- 
metrischer Örter, wovon der eine der vorhin bewiesene ist. 

17. tjfnmgslehrsats. Stehen zwei Dreiecke über der- 
selben Grundlinie, so trifft die Verbindungslinie der 
Spitzen die Grundlinie in einem solchen Punkte, dafs 
das auf der Verbindungslinie entstehende Teilver- 
hältnis dem Verhältnisse der Inhalte gleich ist. 

Anleitung. Die Inhalte der beigezeichneten Dreiecke ABC 
und ABD (Fig. 138) verhalten sich wie die Höhen, und die Höhen 
wiederum wie die Strecken EG und ED. (Ahnliche Dreiecke.) 




68. Lelirsats (Satz des Menelaus). Trifft eine Gerade 
zwei Seiten eines Dreiecks und eine Verlängerung 
oder die drei Verlängerungen, so ist das Produkt aus 
den Teilverhältnissen, richtig gelesen, gleich eins. 
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Beweis. Die Teilpuntte auf den Seiten bezüglich deren Ver- 



längerungen seien mit 




bezeichnet (Fig. 139), je nachdem 
sie sich auf Ä, B, oder C gegenüber- 
liegenden Seiten befinden. Man bildet 
nun das Produkt der Teilverhältnisse 
in folgender Art. Man geht von irgend 
einem Teilpunkte, etwa a, aus und 
büdet das Teilverhältnis — ^- Im Nenner 
ist der Punkt C erreicht, welcher nur 
in dem Teilverhältnis vr vorkommt. 



Das 



ßA 
A führt in gleicher Weise zu 



Produkt, richtig gelesen, ist ^ ■ ä~7 " ^r" 

Fällt man nun von den Ecken auf die Schnittlinien die Senk- 
rechten, so ist aus ähnlichen Dreiecken: 

aB BE _ ßG __ CF ^ yA __ AD 

^C CF'' ßA ~ AD' yB " We 

Durch Multiplikation ergiebt sich: A " < ■ ~ö ^^ 1- 

G9. Lehrsatz (ß^iz des Ceva). Wenn von den Ecken 
eines Dreiecks drei Schnittlinien ausgehen, die sich 
in einem Punkte treffen, so schneiden dieselben entweder 
die drei Gegenseiten oder eine Gegenseite und die Verlängerungen 
der beiden andern. Der erste Fall tritt ein, wenn der Schnitt- 
punkt im Innern des Dreiecks liegt, der zweite, wenn er aufsei^ 
halb des Dreiecks liegt. In beiden Fällen ist das Produkt der 
Teilverhältnisse, richtig gelesen, gleich eins. 




Bewms. Ist ii der Inhalt von BOG (Fig. 140), J3 der Inhalt 
von AOB, I2 der Inhalt von AOC, so ist nach Übungssatz 16: 
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i ^ -r-; ITA = j:> folglich ij. ■--.,■ -^ = \. 



' ß~A - I,' ""'ö---- ^^ ■ -~c ■ ßj ■ 
70. Lehrsatz (ümkehrung des Satzes des Menelaus). Sind auf 
zwei Seiten eines Dreiecks und auf der Verlängerung 
der dritten oder auf den Verlängerungen der drei 
Seiten drei Punkte gegeben, für welche das Produkt 
der Teilverhältnisse, richtig gelesen, gleich eins ist, 
so liegen die drei Punkte in gerader Linie. 

Beiveis, Es liege (Fig. 139) y aui AB, a auf BGu^iA ß auf 
der Verlängerung von AC. Verbindet man y mit a, so soll bewiesen 
werden, dafs fa durch ß geht. 

7-« trifft zunächst sicher die Verlängerung und nicht die Strecke 
AG. Angenommen ;-« treffe die Verlängerung von AC m ßi, 
dann müfste sein (Lehrsatz 68) : 



aC ß,A 



. h£. . r^. _ 



1. 



ßc 

ß,C _ 



Nun ist ii.ber gemäfs Voraussetzung — ~ ■ ■^- ■ 



- ßA' 
ganz ähnlich wird der Beweis für den zweiten 
Teil des Satzes geführt. Auch die beiden Teile der TJmkehrung 
vom Satze des Ceva sind der vorigen Ableitung genau entsprechend 
zu beweisen. Derselbe lautet umgekehrt: 

7i X^ifscfiii. Sind auf den drei Seiten eines Drei- 
ecks oder auf einer Seite und den Verlängerungen 
der beiden andern drei Punkte «, ß, 7- so gegeben, 
dafs das Produkt ihrer Teilverhältnisse, richtig ge- 
lesen, gleich eins ist, so schneiden sich die Linien 
Aa, Bß, Cr in einem Punkte. 

Hierzu die Aufgaben 313—318 S. 126. 

§ 87. Harmonisclie Pnukte und. Strülileii. 

Zum Begriffe und zur Zeichnung harmonischer Punkte fühi-t 
uns die Aufgabe 299 S. 109. 

Vier Punkte A, B, C, D sind harmonische Punkte, wenn zwei 
von ihnen die Strecke zwischen den beiden andern nach innen und 
aufsen in demselben Verhältnisse teilen. Es mögen C und D die 
Strecke A B (Fig. 141) nach innen und aufsen in demselben Verhältnis 
teilen. A, B und C. D heifsen dann zugeordnete Punlite. Man 
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sagt, Cj jD trennen ^, JJ harmonisch. Das Umgekehrte ist ebenso 
. ,^. , CA. DA . , , ÄC BC 

richtig; deim wenn ^ = -p-g, so ist auch -j--ß = -g^- 

Sind zwei Punkte A und B gegeben, so giebt es eine unendliche 
Zahl Punktepaare, die A und B harmonisch trennen. Nimmt man 
nämlich zwischen A und B den Punkt C beliebig an, und teilt 
man AB nach auCsen in dem Verhältnisse CA : CB, so gewinnt 
man den C zugeordneten Punkt D. 

30Z. Aiifgahe. Zu drei Punkten A, B, C den vierten, C zu- 
geordneten harmonischen Punkt zu finden (vgl. Aufgabe 299). 

Der Wichtigkeit des Gegenstandes entsprechend folgt eine neue 

IMSattnff. Man wähle E (Fig. 141) beliehig und ziehe EA, 
EB, EC. ist auf EC beliebig gewählt und mit A und B 
verbunden. Hierdurch erhält man a und ß. Der Schnittpunkt 
von aß mit AB ist der gesuchte vierte harmonische Punkt. 

Nach 




und nach dem 
Satze des Mene- 
Durch Division folgt hieraus : 
CA _ DA_ 
CB DB 

Bespredmng äer Lösung. Ist C Mittelpunlit von A B, so ist 
gl = 1 und dar.,m g ' g = L i h. g = f|; aß M dann 
parallel zu AB (Satz 55 S. 81), der Punkt D wird zum unend- 
lich fernen Punkte. Der Mittelpunkt einer Strecke und 
der unendlich ferne Punkt der Geraden trennen somit 
die Bndpunkte der Strecke harmonisch. Rückt C in die 
Nähe von B, so rücken und o. zusammen , während ß in die 
Nähe von E gelangt und D nach B wandert. Fällt C mit A zu- 
sammen, so ergiebt sich ebenso, dafs dann aß die Strecke AB 
in ^ schneidet. Fällt also von vier harmonischen Punkten 
der eine von zwei zugeordneten Punkten mit einem 
der beiden andern zusammen, so fällt auch der andere 
zugeordnete Punkt mit demselben zusammen. Durch- 
läuft demnach C (siehe Fig. 141) die Strecke von der Mitte von 
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AB bis U, so durelilä.uft D die Strecke vom imendlielL fernen 
Punkt bis B. Durchläuft C die andere Hälfte von ÄB^ so durch- 
wandert J) die Strecke vom unendlieli fernen Punkte bis A. 

Läfst man nach und nach verschiedene Lagen auf EC 
annehmen, so ändert sieh dadurch auch die Lage von a und ß. 
Stets aber schneidet aß die Linie AB in demselben Punkte. 
Nach dem Sa 



und ß: ^ ■ 



Ceva ist nämlich für die verschiedenen a 
-^ , CA DA . , 
i)a aber 7,-0 =^ jrs 'St, 



ßA 



CS JOB 



DA 



so folgt: 

Nach der Umkehrung des Satzes des Menelaus hegt somit D 
stets in gerader Linie mit den verschiedenen Punktepaaren a und ß. 

Zieht man noch in der Fig. 142 ßC und aC und bezeichnet 
ihre Schnittpunkte mit EB bezüghch EA mit % und ßi, so sind 
E, B, a, «1 und E, A, ß, ß-, harmonische Punkte. Es ist, um 
bei den vier ersten Punkten zu bleiben, 77^ ' tt^' ~sl ^ ^ (Ceva), 




' CB 
CA 



aB ßA ' 

a^B ßE , .„ 

CB ;js-,!3 = iP'™°- 

laus). Hieraus folgt: 
aB ^a,B 
'J.E ~ a^E 
Liegen vier Punkte 
A, B, C, D in einer geraden 
Linie, so kann man sich 
die Strecke zwischen zwei 
beliebigen von ihnen, z, B. 
BD, durch die beiden an- 
dern C und A geteilt vor- 
stellen. Es ergeben sich 
dann zwei Teilverhält- 
nisse. Das Verhältnis die- 
ser beiden Teilverhältnisse 
nennt man iiachMöbius 
ein Doppel Verhältnis. 
Bei unserer Anordnung 
lautet das Doppelverhält- 
CB AB 

^'^= cd'-äd- 
Gerade Linien, welche durch denselben Pimkt gehen, bilden 
1 Strahlenbüsehel. Die einzelnen Linien heifsen Strahlen. 
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73. Lehrsftts. Werden vier Strahlen von einer Ge- 
raden geschnitten, so ist das Doppelverhältnis der 
vier Schnittpunkte unveränderlich (Lehrsatz des Pappus). 
Beweis. Die vier Strahlen 
der Fig. 143 mögen von zwei 
willkürlichen Geraden, die sich 
in K treffen, geschnitten wer- 
den. Wenden wir nun auf das 
Dreieck Xj-C? den Satz des Me- 
nelaus an, so ist, wenn EB 
und ED die Schnittlinien sind : 
ßK Er BO _ ^ 
ßr ' EC' BK~' ' 
DK dj^ 




ßr Dc 



-- \ 



Nimmt man EA statt EC, so ergiebt sich '^ 



ßy-'DC 



• DA 



oder '-^ 



aß 



yd ■ aö 



BK ^ ßa 
DK ^ äa 
CB AB 
'' CD '• AD' 



Verbindet man einen Punlit mit vier harmonischen Punkten, 
80 erhält man vier harmonische Strahlen. 

73. L^irsats. Vier harmonische Strahlen werden von 
einer heliehigen Geraden in vier harmonischen 
Punkten geschnitten. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem LebrsatK des Pappus. 
Ist die Gerade der Schnittlinie parallel, so folgt der Beweis aus 
ähnlichen Dreiecken, 

303. Aufgabe. Man suche an Fig. 142 sämtliche harmonische 
Punkte und Strahlen auf. 

74. Ijehrsatx. Halbiert man die Strecke zwischen 
zwei zugeordneten Punkten, so ist die halbe Strecke 
das geometrische Mittel zu den Entfernungen des 
Halbierungspunktes von zwei andern zugeordneten 

Punkten. 

Beweis. Ä,B,C,D{'¥ig.lU) 
seien vier harmonische Punkte, 
j¥die Mitte von AB. Bezeichnet 

. . CA DA 

SO ist CB = DB' 



M ■ 



Cf-^ß 



D 



man MC mit x und AID mit Xi, 
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Hieraus folgt xx^ = ^ oder MA^ = MB^ = MC ■ MD. 

75. Lehrsatz. Liegen vier Punkte A, B, C, D auf einer 
Geraden so, dafs MA^ = MB^ = MC ■ MD ist, wobei M 
die Mitte von AB ist, so sind dieselben liarmonisclie 
Punkte, und zwar sind A, B und C, D zugeordnete 
Punkte. 

Beweis. Da MA^ = MC ■ MD ist, so folgt, wenn wir die 
vorhin angewandten Bezeichnungen beibehalten, zunächst: 
-T- ^ X ■ Xi oder x^ ^ ^ — 



CA 



HA 



Xi - 



durch ^, so ergiebt sich -. 



d. h. 



304. Aufgabe. Man zeige, daCs die Punkte, in welchen die 
Halbierer eines Dreieckswinliels und seines Nebenwinkels die 
Gegenseite schneiden, von den Eckpunkten der Gegenseite har- 
monisch getrennt werden (vgl. Lehrsatz 64 S. 96). 

305. Aufgahe. Bezeichnet man bei vier hannonischen Punkten 
A, B; C, D AB mit r, AC mit n und AD mit 6, so l 



^ 17 + y = 7 '^^^- 

AnleUung. Man setze i 



: die Werte c 



§ tiS. Ähulielikeitspimktc zweier Kreise. Ähnlielie und umgekehrte 
Abbildung. 

Die Aufgabe 299 (S. 109} führt zu den Älmlichkeitspunkten 
zweier Kreise. Dieselben teilen die Centrale nach innen und aufsen 
im Verhältnis der Eadien, Demnach trennen sie die beiden Mittel- 
punkte harmonisch. Jeder durch einen Ähnlicbkeitspunkt gehende 
Strahl heilst Ähnlichkeitsstrahl. 

76. Lehrsatz. Jeder Ähnliehkeitsstrahl schneidet 
die Kreise in solchen Punkten, dals die zugehörigen 
Itadien paarweise parallel sind. 
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Beweis. Es sei weder EF nocli RH iY\g. 145) paraDel OE. 
Dann ziehe man eine Parallßlc, welche PFin Bi trifft; RF^ \\ OE. 
Dann ist OE : BF^ = OP : BP. 




Es ist aber OE = r, RF = p, OP:BP=r:p, folglich 

OE : BFi = r:p, d. h. BFi = p. 
Der Ähnlichkeitsstrahl schnitte also den Kreis in drei Punkten. 

SOe. Atifffabe. An zwei Ki'eise die gemeinsamen Tangenten 
zu ziehen. 

Die Ähnlichkeitspunkte führen zur ähnlichen und umge- 
kehrten Abbildung. Zieht man durch den Punkt P die Cen- 
trale und einen Ähnlichkeitsstrahl, so ist zunächst PE : PF =r:p 
und ebenso PG : PH ^ r : p. Jedem Punkte des Kreises um 
entspricht ein Punkt des Kreises um B, und zwar in der Art, 
dafs die Entfernungen entsprechender Punkte vom Ahnhchkeits- 
punkte gleiches Verhältnis haben. Der Kreis um B ist die ähn- 
liche Abbildung des andern. P ist Augenpunkt, r : p Ver- 
hältnis der Abbildung. 

Man erkennt femer durch die Methode der Winkelberechnung, 
dafs sowohl GGBF als auch £;j,Z>fl" Kreisvierecke sind. (4 RDH 
ist ß genannt und den übrigen die Bezeichnung ß oder 180" ■ — ■ ß 
gegeben nach dem Satze 40 und 76.) Darum ist PG ■ PF = PC ■ PB 
und PE.PH=Fä- PD. 

Dreht man den Strahl PH, bis er Tangente wird, so fallen 
die Punkte E und G und auch F und B" je in einen zu- 
sammen. Die linken Seiten der vorstehenden Gleichungen werden 
dann gleich. Es haben also PC ■ PB und PÄ ■ PD denselben Wert. 
Darmn ist auch PG- PF= PE ■ PH= PC- PB = PA- PD. 
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Es entsprechen sich demnach auf den beiden Kreisen die Punkte- 
paare E, H; G, F; A, J); C, B, und zwar in der Art, da£s das 
Produkt der Entfernungen entsprechender Punkte vom Ähnlich- 
keitspunkte denselben Wert hat. Der eine Kreis heilst die um- 
gekehrte Abbildung des andern. P ist Augenpunkt, 
FÄ ■ PD ist Potenz der Abbildung. Der Gegenstand wird später 
nochmals erörtert werden. 

§ DD. Chordale zwfiier Kreise. 

Wir lösen zuerst die 

307. Aufgabe. Auf der Geraden ß G einen Punkt F zu be- 
stimmen, so dafs CF^ — BF^ = d^ wird. 

Vgl. „100 Aufgaben' S. 32. 

9. Der geometrische Ort aller Punkte, für welche 
die Differenz der Quadrate der Entfernungen von 
zwei festen Punkten C und B gleich einer vorgeschrie- 
benen Gröfse cP ist, ist die auf BC in F errichtete 
Senkrechte, wenn FC^ — FB^ = d^ ist. 

Beweis. Man bestimme F nach Aufgabe 307 und verbinde 
irgend einen Punkt A der auf BC in F errichteten Senkrechten 
mit C und B. Dann ist 
AC^ —AB^=^ CF^ + ÄF^ — BF^ — AF^ = CF^ — BF^ = dK 

Kein Punkt aufserhalb dieser Senkrechten hat dieselbe Eigen- 
schaft. 

Die vorstehenden Entwicklungen führen auf eine Gerade, 
deren Punkte in Bezug auf zwei Kreise gleiche Potenz haben. 
Man nennt dieselbe Chordale, Linie gleicher Potenz, Linie gleicher 
Tangenten oder auch Badikalaehse. Zur Bestimmung der Chor- 
dale beweisen wir folgendes (vgl, „100 Aufgaben" 8. 35 f.): 

1. Wenn die von einem Punkte an zwei Kreise ge- 
zogenen Tangenten gleich sind, so trifft die von diesem 
Punkte auf die Centrale gefällte Senkrechte dieselbe 
derart, daTs die Differenz der Quadrate der Teilstücke 
gleich der Differenz der Quadrate der Badien ist. 

2. Wenn die Centrale derartig durch eine Senk- 
rechte geteilt ist, dafs die Differenz der Quadrate 
der Teilstücke gleich derDifferenz derQuadrato der 
Badien ist, so gehen von jedem Punkte der Senk- 
rechten gleiche Tangenten an den Kreis. 
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Schneiden sich zwei Kreise, so ist die gemeinsame Sekante 
die Chordale. 

Eine Schar von Kreisen mit gemeinsehaftbrhei ( hoidale (und 
Centrallinie) heiCst ein Kreisbüschel. Die Kreise des Büschels 
gehen entweder alle durch zwei feste Punkte Cdie auch zusammen- 
fallen können) oder das Büschel besteht aus lauter sich nicht 
schneidenden Kreisen. 

AttfgtOfen. Man zeichne ein Dreieck, von dem gegeben ist: 
308. a, h^ — C^, a; 309. a, 6^ — C^, A.. 

310. Aufgabe. Man bestimme den geometrischen Ort des 
Mittelpunkts eines Kreises, welcher zwei gegebene Kreise recht- 
winklig schneidet. 

Kreise schneiden sich unter dem Winkel, der von den Tan- 
genten im Schnittpunkte gebildet wird. 

311. Aufgabe. Man zeige, dafs die Chordalen dreier Kreise 
eich in einem Punkte schneiden. 

312. Aufgäbe. Man bestimme einen Punkt, von dem aus an 
drei Kreise gleiche Tangenten möglieh sind. 

Antneirlmm^. Eine ähnKche Darstellung, wie liier ülier die Chordale 
gegeben ist, ergiebt aicK aucli für die Aufgabe: Einen Ereia zu beschreiben, 
der zwei gegebene unter Durchmessern schneidet. (Vgl. ,100 Aufgaben" S. 39. 
Siehe überdies die dort gegebene Lösung der Aufgabe; Einen Kreis zu be- 
schreiben, der drei andere berührt [Apollonisches Tsktionsproblem].) 

§ 40. Ähnliche und iiutgekelirte Aliliilduiig. 

Nimmt man auf Strahlen, welche durch denselben Punkt 
gehen (Fig. 146), die Punkte A, B, C u. s, w. an und bestimmt 
auf jedem je einen Punkt Äi, Bi, Q u. s. w., so dafs OA : OAi 
= OB: OBi = OC:OCj_ = m 
ist, so nennt man die Figur, 
welche durch die letztem Punkte 
gebildet wird , die ähnliche 
Abbildung der durch die ur- 
sprünglichen Punkte bestimmten 
Figur. Beschränken wir uns zu- 
nächst auf drei Punkte, so ist 
AB II AiBi. Ebenso ist 
AC II AtCi, BC 11 BiCi. 
Die Dreiecke ABC und A^B^Ci sind somit ähnlich. 
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In gleicher Weise ergiebt sich, dafs jedes Vieleck ÄBCDE . . . 
dem Vieleck Ä-iBiGiDiEi . . . ähnlich ist, weil die Winkel gleich 
sind und die entsprechenden Seiten dasselbe Verhältnis haben. 
Daher die Benennung: ähnliche Abbildung, 

Der Punkt heiTst der Bildpunkt oder Augenpunkt. 

Liegen die Punkte A, B, D u. s. w. auf einer Ge- 
raden, so sind Ai, Bi, D^ ebenfalls Punkte einer Ge- 
raden, und zwar ist dieselbe der ursprünglichen 
parallel. 

Sind nämlich A, B, 1) Punkte einer Geraden, so liegt auch Di 
auf der durch A^ und Bi bestimmten Geraden; denn aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke OB^Di und OBD folgt, dafs Winkel 
OBD= OBiDi ist. A liegt also auf der durch A^B^ fest- 
gelegten Geraden, weiche zu AB parallel ist. 

Die ähnliche Abbildung eines Kreises ist ein 
Kreis. 

Beiveiü. Zieht man vom Bildpuukt P (Fig. 147) den Durch- 
PAB und bestimmt die zugehörigen Punkte Ai und Bi, 




d. h. 



AB _ AjB, 
PÄ ~ FA^ ' 

Bezeichnet man die Hälften von AB und AiBi mit r bezüg- 
hch p, so ist: 



Hieraus folgt 



PA-\ 



~ FAi 
FA. 



+ ,0 , FO r 

^- oder p^ = - = 
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Bestimmt man zu C den zugehörigen Punlit C], so ist 
. = m und damit p-^ = -^tt- 



PC, " 



' PR " 






Es ist also POG ^^ PliCi und somit -pö =^ pTT" ^= -> 

d. h. KCl =p. 
d liegt daher wie jeder andere entsprechende Punkt auf einem 
um R mit .ß^i beschriebenen Kreise. 

Awmei'lewng 1. Beim vorigen Beweise ergiebt sicir 



PA 
PA, " 



PB 
PB: ' 



PC 



Dei' Punkt P ist alao Ähnlichkeitspiinkt beider Kveise. 

A.nmerJeit»g S. "Wir baben m den Figiireii die eatspiechenden Punkte 
stets Hilf demelben Seite ^om Bildpunkt angenoinmeii Man kmin a]n:i aucji 
die Punkte auf entgegengesetzten "leiten amiebmen Hiei durch gelangt man 
bei zwei Kieiaan zum innein Ahnliulikeitspuukt 

Übrigens ist vorstehendei Bpweis nui der Vollständigkeit wegen geftlhrt 
worden. Die Richtigkeit der Behauptung ergiebt sich zur Genüge aus den 
Darlegungen des § S8, S. ll<i unten Auch, für die umgekehrte Abbil- 
dung einer Geraden mo^e ein entüprechendei Beweis folgen. 

Die umgekehrte Abbildung einer Geraden ist ein 
Kreis durch den Bildpunkt. 

Beweis. Es ist (Fig. 
1.49) 

PA- PÄ^-^Pß- PBt=k^ 
und PA ± XY. 
Darum ist 




PA 



PB, 



Yb ^== jj" ^^^ somit 

PBtÄi r^ PAB. 

Hieraus folgt: 

4 Bi_ ^^ = 900. 

Bi wie jeder andere 

entsprechende Punkt 
liegt somit auf dem Über 
PAi als Durchmesser 
beschriebenen Kreise. 
Demgemäfs ist der 
Kreis die umgekehrte Abbildung der Geraden mit dem Bild- 
punkte P und der Potenz k^. 

Die umgekehrte Abbildung eines nicht durch den 
Bildpunkt gehenden Kreises ist ein Kreis. 
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Auch hier sind die Eildpunktc die Älmlichkeitspunkte. Nähert 
sieh der eine von zwei entsprechenden Punkten dem Punkte P, 
so flieht der andere. Daher die Benennung; umgekehrte Ab- 
bildung. Im übrigen vgl. 
§ 38, S. 119 unten. 

§ 41. Umgekehrte Ahhilduiig, 
Chordale, Pol und Polare. 

Wir entwerfen folgende Fi- 
guren (Fig. 149 und 150) : Ein 
Kreis mit dem Kadius OH^^ r 
ist gegeben. Wir bestimmen A 
und B so, dafs OA-OB = r^ 
ist. Bö ±. OB ist dann die 
umgekehrte Abbildung des 
Kreises, der über OA als Durch- 
messer beschrieben wird. 
ist Bildpunkt. BC ist nun 
I auch Chordale der Kreise 
K^M«. FMG- und OEÄ. Denn für 

die Fig. 150 ergiebt sich, dafs für den Punkt J, in welchem die 
BC ihrem Bilde (dem Kreise OEÄ) begegnet, 

also ■/ auch Schnitt- 
punkt der beiden 
Kreise, mithin BJ 
gemeinsame Sekante 
derselben sein mufs. 
Für die andere Lage 
{Fig. 149) ist J nicht 
reell vorhanden. Den- 
noch ist SC Ohor- 
dale, weil B gleiche 
Potenz in Bezug auf 
beide Kreise hat. Es 
ist nämlich bezüglich 
des Kreises OEA 
BA-BO^{BO — AO)BO 
= BO'^ — AO ■ BO 
= BO^ — rK 
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Dies ist aber dem Quadrate der von B an den Kreis FHG ge- 
legten Tangente gleich. 

Verbindet man nun den beliebigen Punkt C mit A, so ist 
OEA c^ CED, also OE:EA = CE : ED 
oder OE- ED = EA- EC. 

Da aber OE ■ ED = OE ■ OD — OE^, so ist auch 
EA- EC^ OE- OD — OE^. 

Nun ist OE ■ 0D = r^ (umgekehrte Abbildung), 
folglich: EA-EC = r^ — OE^ = EFK 

E ist die Mitte von FG. Darum sind C, A und (i, F zuge- 
ordnete harmonische Punkte. Hieraus leiten wir ab: 

1. Wird der Mittelpunkt eines Kreises zum Augenpunkt, das 
Quadrat seines Radius r^ zur Potenz einer umgekehrten Abbil- 
dung genommen, so erhält man von zwei zugeordneten Punkten 
A, B den einen im Innern , den andern aufserhalb des Kreises. 
Die Punkte der Peripherie sind sich selbst zugeordnet. Die im 
Punkte B zu OB errichtete Senkrechte ist geometrischer Ort 
für die vierten harmonischen, dem Punkte A zugeord- 
neten Punkte, während das andere Paar die Kreisschnittpunkte 
einer willkürlichen, durch A gehenden Sekante sind. Die in B 
errichtete Senkrechte heiM die Polare des Poles A. 

2. Liegt A aufserhalb des Kreises, so ist die Polare die 
Berührungssehne der von A an den Kreis gezogenen Tangenten. 
Denn deckt sich C mit J, so fallen auch E und G mit ihm zu- 
sammen (S, 115 unten), AGF wird Tangente. 

3. Geht ein Kreis durch den Mittelpunkt eines andern, so 
ist die Chordale derselben Polare des diametral gegenüberliegenden 
Punktes des ersten Kreises in Bezug auf den zweiten. 

4. Verbindet man mit C, so trifft OG den Kreis OEA'mi 
Büdpunkte von C. Nennen wir ihn K. Es ist 2i OK^ = 90". 
Weü nun C Höhenpunkt des Dreiecks DOA ist, so trifft OG auch 
AD in L unter einem rechten Winkel. L mufs darum mit K 
zusammenfallen. Es ist somit C Pol von AD. Betrachten wir 
nun das Dreieck DCA, so ist DC Polare von A, AD Polare 
von C, AG Polare von D. Man nennt DCA, weil jede Seite 
Polare von der Gegenecke ist, Poidreieck. 

5. Dreht man ^^ um ^, so dmchläuft der Pol von AF, 
nämlich Z>, die Polare von A. Dies gilt allgemein für jeden Pol 
und seine Polare. 
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6. Beschreibt man über DO als Durchmesser einen Kreis, 
so wird er Bild von FA. Der über OA stehende ist Bild von 
DB. Die Geraden und ihre Bilder schneiden sich gegenseitig unter 
dem gleichen Winkel. 

7. In jedem Dreiecke findet sieh von der Ecke aus eine um- 
gekehrte Abbildung an den Höhen. 

DEBA (Fig. 150) ist Kreisviereck. Daher , und weil 
OBCr^OKA, OB ■ 0A = OE- 0D= 00- OK. 

8. Wie kann man lediglich mit Hülfe des Lineals von einem 
gegebenen Punkte aus an einen Kreis Tangenten ziehen? 

§ 42. Aufgaben zur Einiibniig der Lehrsätze von Ceva und 

Meuelans und Anwendungen der ähnliclien und nmgekclirtcn 

Abbildung. 

S13. Aufgabe. Man beweise den Satz von den Mittellinien 
eines Dreiecks. 

Anleitung. Dafs die Mittellinien sich in einem Punkte schnei- 
den, beweist man durch die Umkehi'nmg des Satzes des Ceva. Für 
den zweiten Teil des Satzes wende man auf das Dreieck c, t„, -^ 
die Umkehrung des Satzes des Menelaus an. Schnittlinie ist 4- 

31A. Aiifgabe. Man beweise den Satz über die Winkel- 
halbierer eines Dreiecks. 

AnleiMmg. Lehrsatz 64 und 74. 

315. Aufgabe. Man zeige die Richtigkeit des Höhensatzes. 
Anleitung. Ist in dem Dreiecke ABO AD ^^ K, BE ^^ h, 

CF=ho, 80 ist ADB ^ CBF. Hieraus findet man BD : BF 
^ c : a. Aus weitern ähnlichen Dreiecken bilde man entsprechende 
Verhält nisglei chungen. 

316. Aufgabe. Man beweise, dafs die Linien, welche die 
Ecken eines Dreiecks mit den Berührungspunkten des ein- und der 
anbeachriebenen Kreise verbinden, zu je drei durch einen Punkt 
gehen. 

Anleitung. Man bestimme nach Aufgabe 147 und 148 (.ho 
Länge der von den Ecken ausgehenden Tangenten, 

317. Aufgabe. Es ist zu zeigen, dafs die drei äufsem Ähn- 
licbkeitspunltte dreier Kreise und ebenso auch ein äufserer und 
die beiden nicht zugehörigen innern Ähnlichkeitspunkte in einer 
geraden Linie liegen. 

Man erhält die vier Äbniichkeitsachsen der drei Kreise. 
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31S. Aufgabe. Man beweise, dafs die Tangenten in den Eck- 
punkten des einem Kreise einbescliriebenen Dreiecks die Gegen- 
seiten in Punkten einer geraden Linie schneiden, 

319. Aufgabe. Zwei Kreise schneiden sich. Welche Figur 
entsteht, wenn man den einen der beiden Schnittpunkte zum 
Augenpunkt einer umgekehrten Abbildung macht? 

320. Atifgabe, Wie können mit Hülfe der vorigen Aufgabe 
die Taktionsaufgaben umgebildet werden? 

331. Aufgabe. Ein Kreis ist einem Dreieck umbeschrieben. 
Welche Figur entsteht, wenn man dasselbe umgekehrt abbildet, 
so dafs der Mittelpunkt des Kreises Augenpunkt und das Quadrat 
des Radius Potenz der Abbildung wird? Man zeichne die ent- 
stehende Figur. 

323. Aufgabe. Man ändere die vorige Aufgabe, indem man 
Augenpunkt und Potenz andere wählt. 

323. Aufgabe. Von zwei Kreisen ist r, p, c (Centrale) ge- 
geben. Man berechne das Verhältnis der ähnlichen und die Po- 
tenz der umgekehrten Abbildung. 

324. Atifgabe. Gegeben ein Kreis und zwei Gerade. Man 
zeichne einen Kreis, welcher den gegebenen und die Geraden 
berührt. 

Lösung. Man beschreibe um den ICreis einen ßhombus, dessen 
Seiten den gegebenen Geraden parallel sind, und verbinde die 
Ecken des Rhombus mit dem Schnittpunkte der gegebenen Ge- 
raden. Diese Verbindungslinien treffen den Kreis in den Berüh- 
rungspunkten der gesuchten Kreise, 

Beweis. Im Berührungspunkte des gegebenen und des ge- 
suchten Kreises liegt der Augenpunkt einer ähnlichen Abbildung, 
in welcher die Kreise sich punktweise entsprechen und ebenso 
der Eckpunkt des Rhombus dem Schnittpunkt der gegebenen 
Geraden, 

325. Aufgabe. In einem Kreise durch einen Punkt seiner 
Peripherie eine Sehne zu ziehen, welche diu-ch eine zweite gege- 
bene Sehne des Kreises im Verhältnis m : n geteilt wird. 

326. Aufgabe. Man bilde aus der vorigen Aufgabe andere, 
indem man statt der zweiten gegebenen Sehne irgend eine Gorade 
oder einen Kreis setzt, 

327. Aufgabe, b, c, ma. 
Vgl. „100 Aufgaben" S, 67, 
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32S. Aufgabe. Man beweise den Satz: Bei jedem Dreieck 
liegen die Mitten der drei Seiten, die Fufspunkte der drei Höhen 
und die Mitten der Teile der Höhen zwischen den drei Eckpunkten 
und dem Höhenpunkte auf einem und demselben Kreise. (Ereis 
der neun Punkte, Feuerbaehscher Kreis. S. 126 Nr. 7.) 

§ 43. Über Methoden. 

Bei den Beweisen der Sätze und bei der Lösung von Auf- 
gaben haben wir folgende Methoden angewandt: 

a) Methode der Winkelberechnung. 

Sie besteht darin, dafs man in jeden Winkel der Figur die 
Gröfse desselben in kurzer Bezeichnung einträgt. Dabei verfolgt 
man den Zweck, bestimmbare Winkel aufzufinden. 

b) Methode der ähnlichen und umgekehrten Abbildung. 

c) Methode der Eechnung oder algebraischen Lösung. 

Als besondere Kunstgriffe merke man, dafs die Mittellinie oft 
in zweckmäfeiger Weise über den Pufepunkt hinaus um sich selbst 
verlängert wird, dafs der Winkelhalbierer durch die Mitte des 
G-egenbogens des umbeschriebenen Kreises geht, dafs die Höhe 
mit dem Winkelhalbierer nach Methode a) zu untersuchen ist, 
dafe für um- und einbeschriebene Kreise auf die Sätze von den 
merkwürdigen Punkten und auf die Aufgaben über die Länge der 
Tangenten zurückzugreifen ist. 

d) Methode der geometrischen Örter. 

Die wichtigsten geometrischen Orter werden hier zusammen- 
gestellt : 

1. Der geometrische Ort für alle Punkte, die von einem 
festen Punkte gleiche Entfernung haben, ist ein um den festen 
Punkt als Centrum beschriebener Kreis (S. 27), 

2. Der geometrische Ort für alle Punkte, die von zwei festen 
Punkten gleiche Entfernung haben, ist die auf der Verbindungs- 
streoke der beiden Punkte errichtete Mittelsenkrechte (S. 27). 

3. Der geometrische Ort für alle Punkte, die von den Schen- 
keln eines Winkels gleichen Abstand haben, ist die Halbierungs- 
linie des Winkels (S. 29). 

4. Der geometrische Ort aller Punkte, die von einer gegebenen 
Geraden einen bestimmten Abstand haben, ist die in dem gege- 
benen Abstände zu der Geraden gezogene Parallele (S. 33). 

5. Der geometrische Ort für die Scheitel aller rechten Winkel, 
deren Schenkel durch zwei feste Punkte gehen, ist der über der 
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Verbindungslinie der beiden Punkte als Durchmesser beschiiebene 
Kreis (S. 54). 

6. Der geometriscbe Ort für die Scheitelpunkte aller Winkel «, 
deren Schenkel durch die Punkte A und B gehen, ist der über der 
Strecke AB beschriebene Kreisbogen, der den Winkel a faM (S. 65). 

7. Der geometrische Ort aller Punkte, für welche die Summe 
der Quadrate ihrer Entfernungen von zwei festen Punkten eine 
vorgeschriebene Gröfse hat, ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt mit 
dem Mittelpunkte der Verbindungsstrecke jener Punkte zusammen- 
fällt (S. 106). 

8. Der geometrische Ort aller Punkte, für welche die Ent- 
fernungen von zwei festen Punkten im Verhältnis m : n stehen, 
ist der Kreis über der Entfernung derjenigen beiden Punkte als 
Durchmesser, welche die Verbindungsstrecke der beiden gegebenen 
Punkte im Verhältnis von m : n teilen (S. 111). 

9. Der geometrische Ort aller Punkte, für welche die Diffe- 
renz der Quadrate ihrer Entfernung von zwei Punkten eine vor- 
geschriebene Gröfse besitzt, ist eine zur Verbindungsstrocke der 
beiden Punkte senkrechte Gerade (S. 120). 

10. Der geometrische Ort aller Punkte, für welche die Summe 
oder DifEereuÄ ihrer Abstände von zwei festen Geraden gleich 
einer gegebenen Gröfse ist, ist eine gerade Linie (S. 58). 

11. Der geometrische Ort aller Punkte, für welche die Ab- 
stände von zwei festen Geraden das Verhältnis m : n haben, ist 
eine Gerade durch den Durchschnittspunkt der beiden gegebenen 
Geraden. 
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Schlufsbemerkuns»-. 



I. 

Der Würfel (und das Parallelepipedon) zeigt unmittelbai' drei 
verschiedene Abmessungen (Dimensionen), nämlich Länge, 
Breite und Höhe. Ein entsprechendes Verhalten zeigt bei 
genauerer Erwägung — man denke an den Hauptsatz des 
Cavalieri — jedes beliebige körperliche Gebilde. Eine 
Fläche hat nur zwei Dimensionen, nämlich Länge und Breite; 
eine Linie hat nur eine Dimension, nämlich die Länge, und der 
Punkt hat gar keine Ausdehnung, Er bezeichnet einen Ort im 
Raum, nimmt aber keinen Raum ein. Letztere Eigenschaft teilt 
er mit dem Zeitpunkte, der eine Zeit bezeichnet, aber nicht 
ausfüllt. 

Wenn wir uns einen Körper vorstellen, z. B, eine Kugel, 
einen Würfel, so erkennen wir alsbald, dafs derselbe sieh auf 
unzählige Arten in zwei (gleiche oder ungleiche) Teile zerlegen 
läfst. Die gegenseitige Grenze der beiden Teile ist kein Körper 
mehr, sondern eine Fläche. Jede Fläche kann wieder in zwei 
Teile zerlegt werden, und die gegenseitige Grenze beider Teile ist 
eine Linie. Teilt man nochmals, so erhält man als Grenze einen 
Punkt. Diese Darstellung gilt ganz allgemein. Es ist bemer- 
kenswert, dafs dabei wiederum die Dreizahl auftritt. Den drei 
Messungen, die nach der ersten Angabe bei jedem Körper ge- 
macht werden können, entsprechen hier drei Teilungen: che 
erste Teilung liefert die Fläche, die zweite filhrt zur Linie und 
che dritte zum Punkt, der keine Teilung zuläfst. 

Die Bewegung eines Punktes erzeugt eine Linie; man kann 
die Linie als die Gesamtheit der Punkte ansehen, die ein seinen 
Ort stetig ändernder Punkt durchläuft. Lassen wir nun eine Linie 
sich so bewegen, dafs ihre sämtlichen Punkte in eine neue, bisher 
von keinem der betrachteten Punkte eingenommene Lage über- 
gehen, so entsteht durch die angegebene Bewegung einer Linie 
die Fläche. Endlich kann man aus der Fläche durch entsprechende 
Bewegung den Körper ableiten. Aber hiermit sind wir an eine 
unübersteigliche Schranke gelangt. Denn die Bewegung eines Kör- 
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pers bringt immer wieder einen Körper hervor. Hiennit haben 
wir das Axiom i ; 

1. Der Raum ist dreidimensional. 

Bei der Bewegung des Körpers machen wir ferner die An- 
nahme, dafs derselbe seine Gestalt nicht ändere, d. h, dafs je 
zwei willkürlich angenommene Punkte des Körpers stets denselben 
gegenseitigen Abstand behalten. Diese Annahme scheint so ein- 
leuchtend, dals es einiger Anstrengung bedarf, um sich vom Ge- 
genteil überhaupt eine Vorstellung zu machen^. Wir haben von 
diesem Axiom beim Beweise der Kongnienzsätze Gehrauch ge- 
macht. Wir sagen; 

Z. Der Raum ist kongruent. 

Ferner haben wir die Annahme gemacht (S. 10), dafs zwei 
Gerade sieh nur in einemPunkte schneiden können. Hiennit 
ist zugleich festgesetzt, dafs zwischen zwei Punkten nur eine 
gerade Linie möglich ist. Auch wurde bereits (S. 34) auf ein 
anderes Axiom hingewiesen, weiches das Verhalten der parallelen 
Linien bestimmt. In dem letztem tritt uns klar die Annahme 
entgegen, dafs der Raum unbegrenzt sei, und diese Annahme 
ist uns gleichfalls überaus naheliegend. Schon S. 1 konnten wir 
darauf liinweisen, dafs wir in Gedanken jede gerade Linie ins 
Unendliche verlängern können und nicht zu befürchten brauchen, 
jemals an eine Grenze oder Schranke zu gelangen. Das Gesagte 
fafst man -wieder in ein Axiom mit zwei Untersätzen zusammen: 

3. Der Raum ist eben^ d. h. 

a) Zwischen zwei Punkten giebt es nur eine ge- 
.rade Linie. 

b) Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
kann zu derselben nur eine parallele Linie gezogen 
werden. 



' Axiom nennen wir eine Wahrheit, die sich nicht durch Vemunftsehlüsse 
auf andere einfachere Walirheiten zurückfüliren läfst {vgl. S. 10), 

= Vgl. V. Helmholtz, Populär- wissenschaftliche Vorträge. Bd. 111. 

' An dieser von Eiemann eingefahrtea Bezeichnung mag trota mancher 
Bedenken einstweilen festgehalten werden. Man darf dabei nicht an die ge- 
wöhnliehe Bedeutung des Wortes „eben" denken. 
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Es ist Sache der wissenscliaftlichen Geometrie, die TJnabhän- 
ser Axiome voneinander festzustellen und aus denselben 
die Wahrheiten (Lehrsätze) sämtlich und in geordneter Eeihen- 
folge zu entwickeln. In dieser Hinsieht sei nochmals auf die Werke 
von W. Killing, H. v. Helmholtz sowie auf Rausenber- 
gera Elementargeometrie (1887) verwiesen. 

IL 

Die Auflösung einer Gleichung zweiten Grades kann geome- 
trisch mit Zirkel und Lineal bewerkstelligt werden, und umgekehrt. 
Eine Aufgabe kann unlösbar werden, entweder weil die verlangte 
Zeichnung sich wohl in Worten angeben, aber nicht thatsächlich 
ausführen läfst, oder weü überhaupt die Zeichnung nicht angebbar ist. 

Das erste tritt ein, wenn die vorgeschriebenen Kreise sich 
untereinander oder mit vorgeschriebenen Geraden nicht sehneiden, 
wie bei der Aufgabe: von einem Punkte innerhalb eines Kreises 
an den Kreis eine Tangente zu ziehen. Diese Unmöglichkeit ent- 
spricht einer algebraischen Gleichung zweiten Grades mit kom- 
plexen (imaginären) Wurzeln. 

Das zweite tritt ein, wenn die algebraische (rechnerische) 
Behandlung der Aufgabe auf eine Gleichung führt, die nicht auf 
eine oder mehrere quadratische Gleichungen zuriickführbar ist, 
wie bei der Dreiteilung des beliebigen Winkels. 

Kommen bei einer Lösung nur gerade Linien, kein Kreis in 
Betracht, so kann dieselbe niemals eigentlich unmöglich werden, 
sondern höchstens entarten. 

Das genaue Zusammentreffen der Lösbarkeit oder Nicht- 
lösbarkeit einer Aufgabe, geometrisch durch Zirkel und Lineal, 
algebraisch durch quadratische Gleichungen, verleiht der Schul- 
geometrie den Reiz emer Abrundung und Vollendung, den kaum 
ein anderes Wissensgebiet in gleichem Malse besitzt. 
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Die vorliegenden „Aiifangagrüiiile der ebenen Geometrie" 
schliefsen sich an foIg:ende Werke von Herrn K. Scliwerinj^ 
an, welclie früher im g;leicheii Verlage ersi^hienen und durch alle 
Bachhandlungen zu beziehen sind: 

ÄBfangsgrüncle 

der 

Arithmetik und Algebra 

fiU' höhere Lehranstalten. 

Nach den neuen Lehrplänen bearbeitet, 
gl-, 8". (VIII u. 80 S.) M. 1 ; geh. hi Halhleder mit GoMtitel i¥. 1.30. 

Vorliegende Darstellung der Anfangsgründe der Ärithmetit und Algebrii 
eriSffnet eine Reihe von mir seit Jahren geplanter Schulbüclier. Die Aus- 
arheitnng schliefst sich nach Inhalt und Torrn den neuen Lehrvorschriften an. 
Darum sind nicht nur manche früher in Oberseknnda und Prima behandelten 
Abschnitte, wie Kombinatorik, Kettenbrüche, unbestimmte Gleichungen u. s. w., 
weggefallen , sondern ea fehlt auch die Lehre von den Verhältnisgleichungen. 
Dieselbe kann thatsächlich nur als Hilfsiviesenschaft der ähnlichkeitelehre in der 
Geometrie eine besondere Darstellung beanspruchen. Ebenso ist die Lehre von der 
Division raehrgliedriger Ausdrücke den aDgemeinen Sätzen über Gleichungen 
untergeordnet und damit ganz ans Ende gerückt. Überhaupt sind Bchwierigere 
Fragen, welche beim Aufgab enlöaen gelegentlich auftauchen, aber durch die 
Lehrvorschriften nicht ausdrückliehe Erwähnung finden, in die beiden Schlufs- 
paragraphen verwiesen. Andere Schwierigkeiten, welche beim ersten Lehr- 
Fortrage Übergangen werden müssen oder für eine ausgiebigere Behandlung 
eich nicht eignen , sind durch Kleindruck gekennzeichnet. Es mag besonders 
betont werden, dafs in der Lehre von den Potenzen und Wurzeln unter Aus- 
scheidung alles überflüssigen Lernstoffes nnr wissenschaftlich und praktisch 
wichtige Erscheinungen zur Behandlung gelangt sind. . . , 

An einigen Stellen glaubt der Verfasser auch sachlich Neues geboten zu 
haben. Doch, ist bei einem Schulbuche die Darstellung allgemein bekannter 
Dinge selbstverständlich in so überwiegender Weise die Hauptsache, dafs die 
Art derselben allein über Wert oder Unwert eines solchen Buches entscheidet. 

Der Verfasser war bemüht, wissenschaftliche Strenge mit Klarheit zu 
verbinden. Dieses Ziel ist aber beim Jugendunterrichte nicht durch grund- 
legenden strenggegliederten Lebraufbau. sondern nur durch allmählichen Fort- 
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Werke yon Karl Scliweriiig. 



Trigonometrie 

für höhere Lehranstalten. 

Nach den neuen Lehrplänen bearbeitet. 

Mit 16 Figuren. 

gr. 80. (VIII u. 52 S.) 80 Pf.; geb. in Halbleinwand 

mit Goldtitel M. 1.10. 
Hieraus erschien der erste Lehrgang apart u. d. T. : 
Anfangsgründe der Trigonometrie für die (i. Stufe 
höherer Lehranstalteu. Nach den neuen Lehrplänen be- 
arbeitet, gr. 8». (12 S.) 20 Pf. 
,Der Verfasser entwickelt die wiclifjgat«n Sätze der ebenen Trigonometrie 
in einer Darstellung, die dem Lelirer beim Unterricht gate Dienste leisten wird ; 
aber auch unter den Schülern dürfte sich das Büchlein viele Freunde enverben, 
iat doch die Trigonometrie ein Gebiet, dem auch die weniger beanlagten Schüler 
eitt gewisses Interesse entgegenzubringen pflegen. Ganz besonders wird- dies 
aber der Tall sein, wenn bei klarer Schreibweise und leicht übersichtlicher 
Disposition schon nach Ableitung weniger Formeln gezeigt wird, wie man diese 
Formeln zur LiJsung praktischer Aufgaben verwenden, kann, und dies thut der 
Verfasser. Die praktischen Anwendungen sind überhaupt sehr passend gewgltt, 
es mBge aus deren Zahl nur hervorgehoben werden die Parallaxenaufgabe, die 
Höhenmessung durch Spiegelbeobachtnng, Berechnung der Höhe eines Gesichts- 
kreises bei einer gegebenen Erbebung über die als Kugel betrachtete Erd- 
oberfläche, die Höhenmessung von einer Standlinie aus. Zum Schlufe werden 
auch einige Anwendungen der Trigonometrie bei Aufgaben aus der analytischen 
Geometrie der geraden Linie behandelt. Vom pädagogischen Standpunkte ist 
als besonders anerkennenswert hervorzuheben, dafs der Verfasser, ohne pedan- 
tisch zu werden, durch sein Buch die Schüler an sorgfältiges Arbeiten zu ge- 
wöhnen sucht, indem er u. a. angiebt. worauf bei der Schreibweise der in der 
Rechnung vorkommenden Ausdrücke besonders zu achten ist, und indem er bei 
der Lösung jeder Aufgabe noch eine Probe der Richtigkeit verlangt. Einige 
Aufgaben sind unter Angabe aller bei der Rechnung vorkommenden Zahlen 
ausführlich durchgerechnet, so da& diese Ausführung dem Schüler als ein 
Muster bei den von ihm zu fordernden Beai'beitungen dienen kann.' 

Stereometrie 

für höhere Lehranstalten. 

Nach don neuen Ijehrplänen bearbeitet. 

Mit 41 Figuren. 

gl-. 80. (VIII u. 50 S.) mPf ; geb. in Halbleinw. mit Goldtitel M. 1.10. 
Aus der , Stereometrie" erschien der erste Lehrgang apart u. d, T.; 

Anfangsgründe der Rauinlebre für sechsstufige Schulen und Lehrer- 
seminare, gr. SO. (16 S.) 20 Pf. 

Verlag von Herder in Freiburg. 



y Google 



Herdersclie VerlagshaiitUnng zu Freibni-g im Breisga«. 

Zu beEieheo durch alle Buchhandlungen. 



LOBSOEEID, Dr. J. , Lelirbnch der anorganisohen Ohsmie mit einem kuraen 
GrEndrifs der MlHScalogie. Mit 230 Abbildungen und einer Spektraltafel 
in Farben druck. Zwdlfte Auflage, von Dr. H. Hovestadt. gr. 8". (VIIl u 
354 S. u. 3 Tabellen.) M. 4; geb. M. 4.4B. 

— Lehirbucli der orgtiuisclieu Chemie. Mit 73 Abbildungen, 5 Tabellen 
und 1 Tafel. Dritte Auflage, gr. 8». (XII u. 270 S.) M. S.Hü ; geb. M. 4. 

MEBTEBS, Dr. H., HilfsliDcIi für den Untemoht in der alten Sesohichte. gr. g° 
„av u. 152 S.) M. 1.40; geb. M. 1.75. 

MUNOH, Dr. P., Lehrbuch der Physik, Mit einem Anhange: Die Grundlehren der 
CSiemie u. der mathematischen Geographie. Mit 326 Abbildungen u. 1 Spektral- 
tafel in Fachendrudc. Zehnte Äuß. gr.S". (XVI n. 452 S.) M. 4; geb. A!.4.4B. 

PLATONIS Laobes. In usum scholarum leoensuit et vecborum indicem addidit 
Dr. M. Qitlbauer. 12». (BO S.) 40 Pf.; geb. 70 Pf. 

PIiATONS Apologie des Sokrates. Herausgegehen und mit einem Wörterverzeichnisse 
versehen von G. H. MiUler. 12". (IV u. 54 S.) 40 jy. 

PLQSS, Dr. B., Leitfaden der Natnrgesehichte. Zoologie ~ Botanik — Mineralogie. 
Fünfte Auflage, gr. 8». (VIII n. 208 8.) M. 9.50; geb. M. 2.90. 

PRINZ, Dr. P., Quellenbuoh zur brandeuburgisoh-preufaischen flesohiolLte. Erster 
Band: Von der SUesten Zeit bis zum Tode JoauMms I. gr. 8". (XVI u. 
.. 378 S.) M. 4 ; geb. M. 4.50. 

PÜTZ, W., Lehrbnoh dsr Tergleiohenden ErdbesoLroibung für die oberen Klassen 
höherer Lehranstalten und zum Selbstunterricht. yHnfzehnte Ai^lage, be- 
arbeitet von F. Behr. gr. 8». (XVI u. 380 S.) M. 2.80; geb. M. 8.25. 

— Leitfaden bei dem Unterricht« in der Yeigleiohenden ErdbeBohreibung fDr die 
unteren und mittleren Klassen höherer Lehranstalten. ZieeiundsioimxigBte 
Auflage, hearh. von F. Behr. 8". (XVI u. 236 S.) M. 1.20; geb. M. 1.55. 

REINHEIMBR, A., Leitfaden der Botanik. Für die untern Klassen höherer Lehran- 
stalten. Dritte Äuß. Mit 120 Abbildungen, gr. 8". (IV u. 908.) Jtf. 1.20; 3f. 1.55. 

EBUTEE, Dr. W., Litteraturkunde, enthaltend Abrfiä der Poetik und Geschichte 
der deutschen Poesie. Für höhere Iiehranatalten, TBobtersohulen und zum 
Selbstunterricht. Vierzehnte Auflage. &". (VIII u. 266 S.) M. l.BO; geb. if. I.S5. 

SOHVr£BIN&, K, AnCangsgräBde der AritWetik and Algebra für höhere Lehr- 
anstalten. Nach den neuen Lehrplänen bearbeitet. Mit 16 Figuren, gc. 8". 
(VIII u. SO S.) M. 1 i geb. M. l.bO. 

— Trigonometrifl für höhere Lehranstalten. Nach den neuen Lehrpianen be- 
arbeitet. Mit le Figuren, gr. 8". (VIII u. 62 8.) 80 Pf.; geb. M. I.IO. 

AnfangBgröndoderTrigonomeWefUrdie 6- Stufe höh. Lehranstalten. (12 S.) 20 jy. 
' — Stereometrie fßr höhere Letiranstalten. Naoh den neuen Lehrplänen bearbeitet. 
Mit 41 Figuren gr 8 (VIII u. &0 S.) 80 Pf.; geb. M. 1.10. 

AnfaiigBgrfindederRanmlehrefür6stofige8chulenu. Lehrerseminare. (IBS.) 20 jy. 

— Anfangsgründe der analjrtlGOhon Seometrie für hühcre Lehranstalten. Nach 
den neuen Lehrplanen beaibeitet. Mit 7 Figuren, gr. 8". ( VIII u. 24 S.) 40 Pf. 

Werte naterMIUUüunt des (iymun^lBloberlelirera Dr. W.Krtmphoff bearbeitet, iBt im Druet. 

— 100 Aufgaben AHB der niederen Qeometrie nebst volletändigen Lösungen. 
Mit 104 Abbildungen, gr. 8». (XII u. 154 S.) M. 2; geb. M. 2.S5. 

TAOITI,OomeIii,abesoesfludiTiAugüStiEbri. Inu^umsohola^umreoensuitDr.iM.Gitf- 
&o»e^. Pai-S pi-inr (I— VI). 12". (VIII u. 254 8.) M. 1.30; geb. M. 1.50. 

TEIEDB, Dr. JoL, Einführung in die mathematisehe Geographie und HimmelBkunde. 
Für den Unterricht an höheren Lehranstalten bearbeitet. Mit 35 Figuren 
Im Text und einer Sternkarte, gr. 8". (VIII u. 02 8.J 80 Pf. ; kart. ÜO Pf. 

V08^, Dr. C. H., Kurze Anleitung zum Erlernen der Lebräisohen Sprache, für Gym- 
nasien und flir das Privatetudium. Sechzehnte Auß. Heu bearbeitet u. heraus- 
gegeben von Dr. Fr. Kaulen. 8". (;i\ n. 132 8.) M. 1,30.; geb. M. 1.55. 

WETZEL, Dr. M., örieoMsflhes Leaebuoh mit deutschen Übungaatücken für Unter- 
und Obertertia. Dritte, mit RUdcsicht auf die netten preitsMsehen Lehrpläne 
umgearbeitete Auflage, gr. 3". (XU u. 218 8.) M. 2.20; geb. M. 2.5&. 
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